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第 I 章 ”几何 学 的 产生 和 发 展 
§1 几何 学 的 起 源 


(1) 古代 的 数学 

我 们 很 难 确 切 地 了 解数 学 是 什么 时 候 产生 的 ， 但 是 产生 
数学 的 基础 是 ， 古 代 人 类 数 物体 的 个 数 以 及 计算 等 等 而 考虑 
到 必要 的 数 的 概念 。 

在 古代 ,文化 开化 较 早 的 国家 应 ee 
( 米 索 波 达 米 亚 地 方 )、 中 国 、 印 度 等 ， 在 这 些 国家 中 数学 
ov 
大 河流 域 。 因 为 大 河 的 流域 , 地 势 平坦 而 且 水 陆 交 通 方便 , 土 
地 肥沃 ， 适 于 人 类 居住 ， 尤 其 适宜 于 农业 生产 。 

人 类 为 了 生活 从 事 农业 生产 ， 为 了 确定 播种 和 收获 农 作 
物 的 时 间 ， 需 要 历法 和 天 文 ， 又 为 了 计算 农业 、 和 狩猎 和 渔业 
所 得 的 数量 以 及 物 交 交换， 尤其 是 测定 才 地 和 土地 的 面积 和 
建筑 等 而 需要 测量 。 











从 这 些 事实 可 想 而 知 在 数学 中 ， 历 法 、 天 文学 、 数 与 计 
算 以 及 测量 学 很 早 就 发 展 起 来 。 可 

在 埃及 下 芭 币 海 ) 
以 及 巴比伦 ， 长 一 | SS > 本 
大 约 在 纪元 医 # 唆 
400 一 500 年 此， 
时 已 有 历法 。 
那 时 据说 在 
埃及 ; 已 把 | 
一 年 定 为 865 | 
日 ， 而 在 巴 
比 伦 ， 一 年 
定 为 360 日 。 
这 样 在 巴 比 
伦 把 一 年 用 
一 个 圆周 来 
表示 ， 把 圆 
周 象 图 4 那 
样 ， 用 半径 
长 来 截 ， 能 将 圆周 六 等 分 ， 每 一 等 分 代表 60 日 ， 而 产生 60 进 
位 法 的 思想 ， 现 在 在 表示 时 间 以 及 角度 时 仍 在 使 用 。 在 巴 比 
伦 ， 表 示 数 时 也 曾 用 60 进 位 法 。 



































(2) “几何 学 的 产生 
埃及 的 尼罗河 每 年 雨季 ， 


河水 泛滥 ， 而 且 从 上 游 冲 来 大 





图 4 圆周 用 半径 来 截 、 


量 泥 砂 。 这 些 泥 砂 冲 毁 耕地 
的 地 界 ， 居 民 为 了 预知 泛滥 
时 间 , 历 法 是 必要 的 ,并 且 为 
了 重新 恢复 泛滥 前 的 地 界 ， 
还 必须 进行 土地 测量 。 

在 当时 ， 人 们 主要 是 利 
用 绳子 来 测量 土地 ， 利 用 太 
阳 的 阴影 定 出 东西 和 南北 的 
方向 ， 以 确定 地 点 的 位 置 。 

又 如 图 6, 以 长 度 为 3,4， 
5 的 比 的 绳索 所 张 成 的 三 角 


| 
| 











图 6 用 3: 4: 5 的 长 度 作 直角 








形 则 得 到 一 个 直角 ， 被 后 来 叫 作 毕 达 哥 拉 斯 定理 〈 三 平方 定 
理 ) ( 勾 股 定理 ) ,这 时 由 实践 已 经 知道 了 。 








we 





著名 的 吉 萨 的 金字 塔 大 约 是 在 公元 前 270 年 修建 的 ， 到 
现在 已 有 两 千 二 百 多 年 ， 它 说 明了 当时 测量 以 及 天 文 的 发 展 
的 实例 之 一 。 

这 样 从 埃及 的 土地 测量 ， 进 而 研究 图 形 性 质 的 几何 学 的 
学 问 已 经 开始 萌芽 。 作 为 具有 几何 学 意义 的 英语 Geometry 
是 由 土地 〈( geo) 测量 (metria) 这 两 个 词 形 成 的 。 

象 上 面 所 说 过 的 ， 几 何 学 大 臻 是 由 于 土地 测量 的 实用 所 
产生 的 。 











§2 ”希腊 以 及 亚 
历 山大 时 代 的 几何 学 
(1) 希腊 的 几何 学 


人 【希腊 的 数学 家 】 在 气候 好 


并 且 无 天 灾 之 忧 的 希腊 ， 人 们 
承认 自然 的 合理 性 ， 对 事物 的 
观点 和 思想 方法 的 合理 性 和 可 
知性 ， 也 引起 重视 。 喜 欢 钻研 
学 问 和 武术 ， 把 由 埃及 以 及 巴 
比 伦 所 产生 的 实用 知识 作 理论 
上 的 发 展 。 





在 希腊 的 数学 家 中 ， 首 先 应 提 到 希腊 数学 的 祖师 的 希腊 | 
七 贤 之 一 的 托 列 斯 (B.C.640 一 546) 。 他 在 埃及 学 习 数 学 ， 他 
测定 了 金字 塔 的 高 度 〈 图 9 )、 测 定 了 从 海岸 到 船只 的 距离 
(图 10) 曾 使 当时 人 们 感到 震惊 。 
但 是 ， 托 列 斯 的 业绩 中 最 伟大 的 是 ， 他 首先 把 由 经 验 得 
知 的 事实 ， 给 出 逻辑 的 证 明 。 例如 ， 从 图 11 中 所 给 出 的 事实 , 














Qi” AABP=AABQ 
“AP=AQ 





图 9 “利用 相似 三 角形 测定 爹 宁 图 10 利用 三 角形 合同 测定 距离 
塔 的 高 度 
出 发 ,证 明了 一 些 其 它 的 事实 。 
这 些 图 形 的 事实 虽然 大 部 
分 已 经 是 埃及 和 巴比伦 人 们 所 
熟悉 的 ， 但 是 托 列 斯 以 “证 明 ” 
的 形式 阐述 它们 的 正确 性 为 其 
最 大 的 特征 。 托 人 列 斯 这 种 伟大 
的 业绩 ， 被 德国 大 哲学 家 康德 1 光大 用 村 攻 三 用 玫 风 
(1721 一 1801) 称赞 为 [思想 方 Se ME 
法 的 革命 J。 从 挨 及 以 及 巴比伦 以 来 的 ， 在 经 验 上 已 知 而 且 在 
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实际 上 已 经 应 用 的 有 关 图 形 的 知识 ， 是 由 托 列 斯 把 它们 作为 

几何 学 的 学 问 而 构成 理论 的 系统 。 也 就 是 ， 黄 定 了 今天 几何 
学 中 所 使 用 的 定义 、 定 理 、 证 明 等 形式 的 基础 。 

其 次 ， 是 我 们 所 熟悉 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 (三 平方 定理 ) 的 

的 毕 达 哥 拉 斯 (B. C. 582 

一 493) 也 到 埃及 以 及 巴比伦 

去 学 习 ， 归 国 后 在 南 意大利 

开办 学 校 ， 教 了 很 多 学 生 。 

他 相信 数 、 图 形 、 音 乐 、 字 

图 12 毕 达 向 拉 斯 ( 右 图 左 侧 是 宙 之 间 有 一 种 美的 调和 ， 他 

非 洛 劳 斯 ) 创造 了 音乐 的 毕 达 哥 拉 斯 音 

阶 ， 他 又 树立 了 [万物 都 是 

数 」 的 思想 ， 重 视 数 (自然 数 ) 在 自然 界 应 起 到 的 作用 。 奇 

数 , 偶 数 , 互 质 的 数 ， 毕 达 哥 拉 斯 数 (例如 3,，4，5; 5，12,13 

等 ,满足 a? 十 92 一 c? 的 三 个 自然 数 a,b,c 数组 叫 毕 达 哥 拉 斯 

数 ) 等 等 , 他 所 研究 的 问题 是 多 方面 的 。 他 注意 由 所 取 的 调和 














图 13 毕 达 哥 拉 斯 定理 (三 平方 定理 ) a *+b *=c ? 


点 而 排 成 美丽 的 图 形 所 表示 的 数 。 图 14 的 三 角 数 以 及 图 15 的 
四 角 数 等 都 是 典型 的 实例 。 











和 滞 10 15 
图 14 三 角 数 图 15 四 角 数 
有 名 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 这 


个 事实 ， 已 经 在 巴比伦 时 代 就 
.被 人 们 所 熟知 ， 而 这 个 定理 的 
证 明 大 概 也 是 毕 达 哥 拉 斯 首先 | 
提出 的 。 他 的 证 明 大 约 是 象 图 
13 的 左边 那 两 个 。 

在 当时 ， 所 谓 数 就 是 理解 
为 自然 数 和 表示 两 个 自然 数 比 的 数 ， 即 有 理 数 ， 希 腊 人 重视 
比 和 比例 的 重要 意义 。 因 此 ， 认 为 任何 线段 长 度 的 比 都 可 以 
表示 为 自然 数 的 比 。 但 是 ， 当 知道 如 图 16 的 正方 形 的 一 边 长 
度 与 对 角 线 长 度 之 比 不 能 用 自然 数 的 比 来 表示 时 ,惊讶 不 已 。 

苏 格 拉 底 (B.C. 469 一 399) 的 弟子 伯 拉 图 (B.C.429 一 347) 
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图 16 正方形 一 边 与 对 角 线 的 比 
1 :Vz 


也 是 哲学 家 ， 为 了 对 数学 的 研究 ， 在 阿 克 德 米 亚 的 森林 中 修 
建 了 学 校 ， 培 育 很 多 学 者 。 在 证 明 等 方面 所 用 的 由 三 段 论 法 
开始 而 构成 的 逻辑 学 ， 首 先 由 亚 里 斯 多 德 ( B.C. 384 一 322) 
提出 ， 他 也 是 伯 拉 图 的 学 生 。 

〖 希 腊 时 代 的 三 大 难题 】 在 萨 拉 米 斯 海战 中 希腊 打败 
了 波斯 ， 希 腊 的 文化 中 心 迁移 到 雅典 ， 在 那里 集聚 了 很 多 学 
者 。 在 这 些 学 者 中 出 现 了 所 谓 索 非 斯 学 派 ， 他 们 教 辩 论 术 和 
研究 数学 。 索 非 斯 学 派 提出 的 几何 学 问题 中 有 “ 仅 以 直 尺 圆 
规 解 下列 问 题 '.。 

Q@” 角 的 三 等 分 问题 ， 三 等 分 已 给 的 任意 角 。 

@ ”立方 体 倍 积 问题 ， 作 立方 体 ， 它 的 体积 等 于 已 知 立 
方 体 体积 的 二 倍 。 

@ 圆 积 问题 : 作 正方 形 ,使 它 的 面积 等 于 已 知 圆 的 面积 。 








角 的 三 等 分 问题 立方 倍 积 问题 








图 17 希腊 时 代 的 三 大 难题 
这 个 问题 ， 对 于 想 求解 的 数学 家 们 是 个 长 期 困惑 没有 得 
到 解决 的 问题 ， 到 19 世 纪 ， 才 知道 这 三 个 问题 ， 仅 限于 用 直 
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尺 、 圆 规 是 不 能 作 图 的 问题 。 

〖 切 能 的 语 理 】 毕 达 哥 拉 斯 等 人 也 考虑 了 线段 是 很 小 的 
点 的 集合 ,这 个 想法 从 根本 上 动摇 了 有 名 的 切 能 的 诗 理 (B. C- 
约 490 一 430)s 下 面 是 它 的 一 个 例子 。 阿 克 雷 斯 与 龟 的 赛跑 : 
[ 跑 的 很 快 的 阿 克 雷 斯 追 不 上 龟 1 


去 
及 
0 
图 18 阿 克 雷 斯 与 龟 赛 跑 
如 图 18， 设 阿 克 雷 斯 从 A 出 发 追 在 他 前 方 B 处 的 包 。 当 
阿 克 雷 斯 到 达 B 时 ， 龟 已 经 前 进 到 C ， 然 后 当 阿 克 雷 斯 到 达 
C 时 , 龟 又 已 经 前 进 到 D ,…… ,这 样 结果 阿 克 雷 斯 追 不 上 龟 。 











(2) 亚历山大 时 代 的 几何 学 

希腊 的 繁荣 的 文化 也 以 伯 拉 图 时 代为 项 点 而 逐渐 究 落 ， 
文化 的 中 心 转移 到 亚历山大 ， 在 这 里 有 很 多 学 者 对 学 术 进 行 
了 研究 。 8 
著名 的 欧 几 里 德 就 是 其 中 的 一 个 人 ， 关 于 他 将 在 后 面 再 
来 叙述 。 

为 了 研究 王冠 所 用 的 阿 基 米 德 原 理 而 著名 的 阿 基 米 德 ( B. 
C. 287? 一 212) 他 首先 研究 物理 ， 天 文 和 力学 ， 关 于 数学 如 
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由 抛物 线 所 围 成 的 部 分 的 面积 , 球 的 表面 积 、 体积 的 计算 、 从 
圆 的 内 接 外 切 正 多 边 形 的 面积 算得 圆周 率 x 的 值 为 


3 好 < = < 3 二 等 等 作 了 重要 的 研究 。 


(1) 国 (2 ) 本 轩 (3) 妨 抛物 线 (4 ) 双 曲 线 (5) 2 直线 








图 19 正 圆锥 的 平 而 截 口 

又 ,阿波 罗 纽 斯 (B. C. 260 一 200) 研 究 了 圆锥 曲线 。 如 图 
19， 把 圆锥 用 不 同 倾斜 度 的 平面 去 截 , 截 口 曲 线 ( 贺 ,椭圆 、 抛 
物 线 以 及 双 曲 线 等 ) 叫做 圆锥 曲线 或 二 次 曲线 。 

随 着 当时 交通 的 发 展 以 及 航海 的 需要 ， 对 天 文学 和 三 角 
比 的 研究 也 兴盛 起 来 。 LOOXORKOSMN 

埃 拉 特 斯 特 奈 斯 (B. C. 275 @M@xAWKOM@O#W 
一 194 ) 利用 夏至 那天 正午 太 ”县 少 因 交 布 沽 双 由 因 沿 
阳 的 高 度 计算 了 地 球 的 周 长 ， “加 嗓 溃 铸 事 沽 加 路 溉 勿 
用 今天 的 表示 方法 是 四 万 二 千 。 “2 
质数 按 坟 信守 
的 顺序 选 出 。 他 想 出 了 所 谓 埃 抽 的 的 二 粕 闪 各 的 各 汉 
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拉 特 斯 特 奈 斯 的 得 法 
被 称 为 天 文学 之 父 的 赫兹 巴尔 克 斯 ( B. C. 150 左 右 ) 考 
虑 了 正弦 (sin) ， 人 余弦 (cos) 等 三 角 法 


83 . 欧 几 里 德 几何 学 的 诞生 


(1) 欧 几 里 德 的 "几何 学 原本 
欧 几 里 德 是 公元 前 三 百年 左右 的 人 ， 关 于 他 一 生 中 的 详 
细 情 况 虽 不 甚 清楚 ， 但 据说 他 
曾 在 伯 拉 图 的 学 校 学 习 ， 后 来 
他 又 在 亚历山大 研究 数学 。 他 
对 到 他 那个 时 代为 止 的 数学 进 
行 了 认真 的 研究 ， 他 把 它们 按 
顺序 排 成 很 严整 的 体系 ， 而 形 
成 由 十 三 卷 构成 的 ?几何 学 原 i 
本 上 这 样 的 经 典 著作 。 这 部 书 ， 图 20 欧 几 里 德 
就 是 在 他 以 后 ， 学 者 们 在 归纳 其 所 研究 的 成 果 时 ， 在 很 长 时 
期 也 承认 ， 他 是 在 归纳 方法 上 的 典范 。 就 是 到 现在 也 被 人 们 
当 作 圣 经 一 样 的 著作 来 阅读 
这 部 书 是 以 了 几何 学 原本 1 (以 下 简称 原本 ) 为 标题 ， 但 
它 的 内 容 不 只 是 图 形 知识 ,他 也 包括 当时 的 其 它 数学 内 容 。 在 
11 











这 里 ， 对 原本 略 加 介绍 。 


原本 中 首先 叙述 了 23 个 定义 ， 用 它们 说 明 以 后 要 用 到 的 


术语 的 含义 。 例 如 


Hil 





3 
了 


bl 
i 
由 

区 


bE 
el (AN 
= 


i 


【定义 】 
1 点 是 没有 部 分 的 。 
2 线 是 有 长 度 而 没有 宽 


度 的 。 


3 ” 线 的 两 端 是 点 。 


23 平行 线 是 在 同一 平面 


上 而 且 不 论 向 两 侧 怎样 延长 在 





任何 一 侧 也 不 相交 的 直线 。 
图 21 “几何 原本 的 一 部 分 其 次 ， 又 提出 了 五 条 公设 
(要 求 ) 和 五 条 公理 (共同 概念 ) 的 假定 。 


所 谓 公设 ， 就 是 上 面 定义 的 点 ,直线 . 角 和 贺 …… 等 之 间 
成 立 的 事实 , 把 几何 作 图 中 谁 都 承认 的 事实 明确 地 叙述 如 下 : 

【公设 ] 

1 从 每 个 点 到 另外 一 个 点 可 引 直 线 。 

2 ”任何 线段 都 可 以 无 限 延 长 。 

3 ”以 任何 点 为 圆心 ， 任 何 长 为 半径 都 可 以 画 圆 。 

4 凡是 直角 都 相等 。 

5 ”一 直线 与 两 直线 相交 ， 如 果 同 侧 内 角 之 和 小 于 二 直 


角 时 ， 则 延长 这 两 条 直线 后 ， 必 相交 于 两 角 和 小 于 二 直角 的 
那 一 侧 。 | 

所 请 公理 是 ， 被 承认 是 正 Hi 
确 的 、 而 且 是 后 而 进行 理论 研 
究 的 基础 的 事实 。 在 原本 中 的 | 2 一 一 一 训 一 
公理 ， 不 仅 是 几何 的 ， 而 是 适 
用 于 更 广泛 的 全 部 数学 的 事 
实 ， 他 提出 五 条 公理 如 下 ; 3. 

〖 公 理 】 

1 与 同一 车 相 等 的 量 ， 

彼此 相等 。 

2 于 相等 量 加 上 相等 量 ， A 


全 体 也 相等 。 4 . 4 
3 ”从 相等 量 中 减 去 相等 | Bo 





[3 








项 ， 其 剩余 也 相等 。 ke 

1 能 互相 重合 的 图 形 都 - 

相等 。 

5 全 体 大 于 它 的 部 分 。 , | 
在 建立 数学 理论 过 程 中 ， 图?2 区 放量 入 公设 


必须 从 一 些 事实 为 基础 来 进行 。 欧 几 里 德 就 是 以 任何 人 都 认 
为 是 当然 的 事实 ,提出 了 上 述 的 五 条 公设 和 五 条 公理 为 基础 ， 
从 定义 和 公设 以 及 公理 出 发 依次 地 导出 定理 证 明 而 构成 了 这 

13 





种 结构 的 几何 学 。 

这 个 几何 学 就 是 大 家 熟悉 的 所 谓 欧 几 里 德 几何 学 。 

这 就 是 它 从 开始 到 现在 经 过 了 二 千 多 年 ， 对 世界 各 国 关 
于 图 形 研 究 给 以 极 大 影响 的 欧 几 里 德 几 何 学 的 形成 。 


(2) 平行 线 公 设 

在 欧 儿 里 德 的 原本 中 ， 关 于 平行 线 已 经 在 前 面 (1 ) 的 定 
义 中 第 23 条 提出 ， 说 明 平 行 线 的 公设 五 ， 常 被 叫 作 平行 线 公 
设 。 

在 数学 中 ， 利 用 基础 事实 或 者 已 被 指明 为 正确 的 事实 能 
被 逻辑 地 加 以 证 明 的 重要 结论 或 性 质 ， 叫 作 定 理 。 

现在 ， 观 察 前 面 提出 的 五 条 公设 ,从 公设 1 到 公设 4 ， 
比较 容易 理解 。 最 后 的 公设 五 〈 平 行 公设 ), 在 叙述 上 比较 麻 
烦 ， 而 且 与 其 它 公设 相 比 ， 觉 得 很 不 自然 

在 那里 ， 它 成 为 一 个 问题 ， 这 个 公设 五 是 否 可 以 利用 公 
设 1，2，3，4 和 公理 1，2. 3, 4. 5 进行 证 明 呢 , 也 就 是 想 
不 把 公设 五 为 基本 假设 ， 而 是 扔 它 是 否 能 被 证 明 。 

从 而 就 想 对 这 个 问题 进行 证 明 ， 从 欧 几 里 德 以 后 经 过 二 
千年 ， 世 界 上 各 国 的 许多 数学 家 都 努力 地 进行 了 研究 ， 但 都 
没 成 功 。 

前 面 的 平行 线 公设 ， 叙 述 的 形式 上 是 很 麻烦 的 ， 但 它 所 
叙述 的 事实 可 以 用 和 人 它 等 价 的 说 法 来 代替 。 例 如 。 

14 


FE 





T 通 过 直线 外 一 点 与 已 
, 知 直线 平行 的 直线 只 有 一 
条 」 ,三 角形 的 内 角 和 等 于 
.二 直角 J。 





{ 





因 23 过 直线 外 一 点 的 平行 线 











B 
ZA+ZB+LC= 2IR 


图 24 三 角形 的 内 角 和 等 于 二 直角 


围绕 平行 线 公设 的 研究 ， 
一 直到 十 九 世纪 的 前 叶 ， 而 
导致 产生 了 下 节 中 将 叙述 的 
与 欧 几 里 德 几何 不 局 的 非 欧 
几何 学 。 

在 欧 几 里 德 的 原本 中 ， 
到 处 都 有 必须 证 明 而 没 证 
明 ， 直 观 上 已 知 而 不 证 明 就 
使 用 的 情形 , 改正 了 这 些 


缺点 并 形成 在 逻辑 上 完备 的 几何 学 ,是 到 二 十 世纪 才 建 立 起 来 。 
关于 这 方面 ， 将 在 后 面 第 工 章 $5 中 再 加 以 说 明 。 


§4 非 欧 几 里 德 


几何 学 的 发 现 


关于 欧 几 里 德 原本 的 第 五 公设 (平行 线 公设 ) 的 研究 ， 直 
至 十 九 世纪 的 前 叶 ， 正 如 将 要 介绍 的 向 两 个 方向 发 展 。 


(1) ” 罗 巴 切 夫 斯 基 一 一 波 里 埃 的 非 欧 几 里 德 几何 学 
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俄国 4 苏联) 的 罗 巴 切 夫 斯 基 (1793 一 1856) 和 匈牙利 的 波 

里 埃 (1802 一 1860) 几 乎 同时 ,并 

且 是 各自 地 把 欧 几 里 德 的 第 五 
公设 用 

「 过 直线 外 一 点 可 引出 无 

限 多 条 与 已 知 直线 不 相交 ( 平 

行 的 ) 直线 上 来 代替 ， 也 建立 

卓越 的 几何 学 ， 并 且 明 确 了 第 











图 26 该 里 埃 图 27 庞 加 来 模型 
公设 是 不 能 利用 其 余 公设 和 公理 来 证 明 的 。 把 这 种 几何 学 
叫 作 罗 巴 切 夫 斯 基 一 一 波 里 埃 的 非 欧 几 里 德 几何 学 。 

这 个 几何 学 的 模型 ， 可 用 各 种 图 来 表示 ， 例 如 图 27 是 庞 
加 来 〈1854 一 1912) 模型 ， 他 把 欧 玫 里 德 几何 的 圆 片 看 作 全 
“平面 ,把 与 这 个 加 周正 交 的 加 弧 看 作 “ 直 线 "把 国内 的 上 
或 圆 与 弧 的 交点 看 作 “ 点 
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在 这 里 ， 直 线 l,m,n 的 交点 构成 三 角形 ABC ,例如 由 图 
可 知 ， 通 过 直线 ! 外 的 一 点 P， 
类 tt 平 本) 


(2) 黎 曼 的 非 欧 几 里 德 
几何 学 

比 罗 巴 切 夫 斯 基 或 波 里 埃 稍 
晚 一 点 ， 德 国 的 黎 曼 〈 1826 一 
1866) 也 把 欧 几 里 德 的 第 五 公设 用 图 (28' 区 各 

7 过 直线 外 一 点 与 已 知 直线 不 相交 的 直线 不 存在 」 来 代 
替 ， 以 它 为 基础 也 产生 了 几 | 一、 
何 学 。 这 个 几何 学 叫 作 黎 曼 
的 非 欧 几 里 德 几何 学 。 

这 个 几何 学 的 模型 是 ， 
如 图 29， 把 欧 几 里 德 几 何 学 
的 球面 看 作为 全 “平面 ", 通 
过 球面 直径 两 端点 的 大 圆 为 图 29 黎 显 几何 的 模型 
“直线 ", 把 球面 上 的 点 或 大 圆 的 交点 看 作 “ 点 ", 则 在 这 个 球 
面 上 可 以 建立 几何 。 但 是 ， 因 为 两 个 大 圆 在 直径 的 两 端 交 于 
两 点 ， 为 了 使 “二 直线 "的 "交点 ”只 有 一 个 ， 可 把 这 两 个 点 
看 作为 一 个 点 。 因 为 在 球面 的 两 个 大 圆 都 相交 ， 因 此 ， 在 这 
个 “平面 ”上 不 存在 不 相交 (平行 的 ) 的 直线 。 又 从 图 29 中 
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看 出 直线 和, m,n 的 交点 确定 三 角形 ABC 。 

在 上 面 的 两 种 非 欧 几 里 德 几何 学 中 也 象 “平面 ”上 完全 
重合 的 图 形 叫 作 “ 合 同 ”图 形 一 样 来 定义 “合同 "。 

到 这 里 为 止 出 现 的 三 种 几何 学 ， 把 它们 的 重要 特征 列 出 
如 下 : 






































|s __ 非 欧 儿 里 德 几何 学 

| 欧 几 里 德 几何 学 罗 巴 切 夫 斯 其 一 

| 这里 区 几何 学 和 

| 过 二 红外 起 | “| Py Tie 
的 平行 线 只 存在 -条 | wnss | -条 也 不 存在 
三 角形 的 内 角 和 二 直角 | 小 于 二 直角 | 大 于 二 直角 

本 a 
直线 的 长 度 | 无 限 长 | 无 限 长 | 有 限 长 但 无 终点 





在 欧 几 里 德 的 平面 上 或 空间 中 ， 可 以 作出 象 前 面 作 过 的 
非 欧 几 里 德 几何 学 的 模型 ， 因 此 可 知 ， 如 果 这 些 几 何 学 中 的 
一 个 正确 ， 则 另 一 个 几何 学 也 正确 。 

如 同 从 对 欧 几 里 德 几何 学 的 第 五 公设 的 研究 中 而 发 现 了 
非 欧 几 里 德 的 新 几何 学 那样 ， 在 数学 中 为 解决 某 个 问题 的 研 
究 中 而 发 现 或 推广 成 新 的 分 支 的 事实 是 很 多 的 。 

关于 几何 学 ， 除 到 现在 为 止 所 阐述 的 以 外 还 有 各 种 几何 
学 ， 也 都 正在 研究 当中 。 


第 『 章 空间 和 图 形 


81 从 物体 的 形 到 图 形 


we 人 |C 


图 1 各 种 物体 的 形状 











在 我 们 周围 ， 如 图 1 那样 的 物体 多 的 数不胜数 ， 这 些 物 
体 具有 形状 、 大 小 、 位 置 、 颜 色 、 味 、 强度 ,用 途 和 产地 …… 
等 等 各 种 属性 。 

如 果 我 们 只 着 眼 于 物体 的 形 或 大 小 ), 而 不 考虑 其 它 属 
性 ， 而 且 仅 考虑 这 些 物体 的 形状 的 抽象 化 的 形 时 ， 则 得 到 作 
为 数学 研究 对 象 的 图 形 ， 

例如 在 图 2 中 ， 教 科 书 的 书 皮 稍 有 皱纹 、 镜 子 的 角 稍 成 
贺 形 、 桌 面 稍 有 伤 瘦 等 等 ， 对 那些 正太 的 情形 都 不 管 它 ， 而 
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只 着 眼 于 它 的 形 ， 那 么 教科 
书 的 书 皮 、 镜 子 面 、 桌 子 面 
等 它们 共同 的 抽象 化 的 形 
“四 个 角 是 直角 的 四 边 形 ” 
它 可 以 看 作 是 在 数学 中 叫 作 
"矩形 ,的 图 形 。 这 种 思考 方 
法 对 于 其 它 图 形 也 都 适用 。 
因此 ， 对 于 上 面 所 考虑 
的 图 形 ， 为 了 明确 图 形 的 性 
质 ， 更 深入 的 理解 它们 以 及 
研究 它们 之 间 的 关系 ， 必 须 加 2 考虑 抽象 化 后 的 矩形 
从 研究 构成 图 形 的 元 素 顶 点 、 边 、 面 这 些 元 素 的 个 数 、 大 小 
以 及 平行 垂直、 合同 关系 和 结合 关系 ， 或 者 作 图 形 、 作 模 














型 、 分 解 以 及 展开 和 合成 、 运 动 等 等 ， 从 各 个 角度 进行 研究 


是 十 分 重要 的 。 
把 图 形 看 作 点 的 集合 ， 也 是 研究 图 形 的 重要 观点 之 一 。 
§2 一 及 oi 


在 图 形 的 研究 中 ， 对 于 三 角形 、 四 边 形 、 贺 、 球 、 角 锥 
A 等 基本 图 形 的 性 质 和 这 些 图 形 之 间 的 关系 以 及 图 形 的 大 
小 有 关 的 事项 等 等 的 研究 是 重要 的 ,在 $1 中 已 经 说 过 。 但 是 ， 
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与 此 同时 ， 对 于 图 形 所 在 的 空间 的 理解 ， 对 研究 图 形 也 是 很 
重要 的 。 

当 看 到 空间 这 个 词 时 , 它 是 由 空 字 与 间 字 组 合 而 得 到 的 。 
空 这 个 词 具有 " 罕 傈 "或 " 洞 "的 意义 ,所 谓 间 具 有 "“ 隙 "或 "之 间 ” 
的 意思 。 从 而 ,所 谓 空间 ,普通 它 意 味 着 " 空 着 的 地 方 " 或 "空房 
间 ”, 有 时 也 用 于 表示 宇宙 和 包含 我 们 所 在 的 地 球 的 太空 。 

十 代 的 巴 勒 斯 奇 纳 的 西伯 芋 人 ， 认 为 我 们 所 在 的 空间 象 
是 一 个 非常 大 的 房子 ， 复 盖 着 平坦 的 地 面 ， 如 图 3 那样 ， 在 
它 的 周围 布 满 着 空间 的 星 。 地 | 
球 象 球 的 形状 ， 这 在 古代 希腊 
的 毕 达 哥 拉 斯 以 及 埃 拉 特 斯 特 
花 斯 等 是 已 经 知道 的 …… 

可 是 ,在 数学 中 所 谓 空间 ， 
是 把 我 们 所 在 的 世界 抽象 化 ， | 
作为 欧 几 里 德 几何 成 立 的 世界 ， 
在 很 长 的 时 期 内 认为 是 欧 几 里 
德 空 间 。 上 一 = 

但 是 ， 如 第 工 章 $4 的 图 27 。 ，” 痢 信 的 关 人 所 想象 
以 及 图 29, 因 为 引起 了 把 圆 片 和 球 的 表面 看 作 " 平 面 ", 把 圆 的 
弧 和 大 圆 看 作 “ 直 线 ", 从 而 出 现 了 把 平面 理解 为 平坦 的 面 、 
把 直线 理解 为 无 宽度 的 直线 相 矛 盾 的 情况 ， 因 此 ， 所 谓 空 间 
就 不 仅 限于 是 欧 几 里 德 空间 。 那 么 ， 什 么 是 空间 ， 就 成 为 间 
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题 了 。 对 这 个 问题 在 这 里 不 打算 深入 讨论 ， 在 这 本 书 中 提 到 
空间 时 , 主要 是 指 具 有 以 后 84 中 性质 的 欧 几 里 德 空间 。 


$3 研究 空间 和 图 形 的 方法 


所 谓 对 空间 的 结构 和 图 形 性 质 的 研究 ， 例 如 可 以 对 图 形 
的 仔细 观察 ， 在 图 形 的 运动 中 来 观察 ， 把 图 形变 换 为 式 子 以 
及 画 出 图 形 进行 研究 等 各 种 研究 方法 。 在 这 里 ， 介 绍 常用 方 
法 的 四 例如 下 。 


(1) 欧 几 里 德 学 派 的 方法 

象 前 面 说 过 的 那样 ， 以 欧 几 里 德 原 本 为 基础 的 几何 学 是 
欧 几 里 德 几何 学 ;在 这 里 虽然 不 是 按 原本 原封 不 动 的 来 进行 ， 
To TE NE A 汶 时 坟 


A 


a 
Zu 


- 角 夹 边 ”一 边 来 角 三 边 _ 





更 4 三 角形 的 合同 


22 


想 方 法 来 研究 它们 的 性 质 ,在 这 个 意义 上 , 叫 作 欧 几 里 德 学 派 
的 方法 。 

欧 几 里 德 对 于 图 形 的 观点 ， 充 分 表现 了 古 希 腊 人 对 事物 
的 观点 ， 他 是 在 严格 限制 的 基础 上 处 理 图 形 。 

例如 ， 欧 几 里 德 考虑 尽量 能 把 图 形 剖 分 为 三 角形 ， 从 研 
究 三 角形 的 性 质 可 以 达到 研究 各 种 图 形 的 性 质 的 目的 。 所 以 
在 欧 几 里 德 学 派 的 研究 方法 中 ,如 图 4 所 示 的 三 角形 合同 是 非 
常 重 要 的 基本 思想 方法 。 这 样 ， 对 于 三 角形 就 不 用 说 了 ， 把 
图 形 看 作 不 动 的 自己 完全 重合 ,对 于 平面 图 形 来 说 ,一 个 图 形 
经 过 移动 与 另 一 个 图 形 重合 时 , 则 说 这 两 个 图 形 合同 。 因 此 
把 这 个 合同 看 作 是 研究 图 形 性 质 的 杠杆 。 

在 欧 几 里 德 的 以 这 个 合同 思想 为 基础 的 几何 中 ， 是 以 研 
究 图 形 的 性 质 为 中 心 ， 可 以 说 对 于 图 形 所 在 的 平面 以 及 空间 
的 结构 不 作 详细 的 研究 。 

正如 介绍 希腊 时 代 三 大 难题 的 第 一 章 那样 ， 作 图 方法 中 
只 人 允许 使 用 直 尺 、 圆 规 ， 则 可 作 的 基本 图 形 只 是 直线 和 圆 。 

上 面 叙述 了 欧 几 里 德 对 图 形 的 观点 和 思想 方法 ， 由 这 种 
欧 几 里 德 学 派 研究 图 形 的 性 质 的 方法 ， 不 论 从 哪 方面 说 都 是 
把 图 形 本 身 作为 静止 的 东西 来 研究 的 。 

因此 ， 在 欧 几 里 德 学 派 几 何 学 的 进展 中 ,常常 听 到 批评 ， 
但 是 作为 由 我 们 所 在 的 世界 抽象 化 的 欧 几 里 德 空间 ， 不 论 是 
从 学 生 的 发 展 阶段 上 来 考虑 ， 或 者 是 用 其 它 方法 对 图 形 性 质 
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的 研究 的 方便 ， 在 图 形 的 研究 中 ， 它 仍 是 具有 重要 意义 的 。 


(2 ) 利用 坐标 的 方法 
如 图 5 ， 平 面 上 直线 / 可 用 方程 y 一 去 x 十 3 表示 ， 对 
平面 来 说 ， 利 用 在 它 上 面 确 
定 的 直 交 坐标 轴 ， 则 平面 上 
任意 点 P 可 用 两 个 数 x 和 
的 序 对 (x，y) 作为 坐标 
图 5 直线 1 的 方程 为 yzt3 。 来 表示 ， 利 用 这 个 坐标 ， 图 
形 可 用 x，y 的 方程 来 表示 。 因 此 ， 图 形 的 性 质 可 通过 由 坐 
标 所 确定 的 方程 来 研究 。 








(3) ”利用 向 量 的 方法 
具有 大 小 和 方向 的 量 叫 作 向 量 。 这 个 向 量 如 图 6 用 有 向 














图 6 有 向 线段 。 图 7 位 图 向 晤 图 8 把 图 形 F 映射 为 F' 的 
平行 移动 
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线段 的 矢 线 来 表示 。 例 如 对 平面 上 任意 点 P ， 则 对 应 从 原点 
O 指向 p 的 向 量 〈 称 之 为 位 置 向 量 )。 利用 这 个 向 量 可 以 研究 
图 形 的 性 质 。 


(4 ) ”利用 变换 的 方法 
把 图 形 看 作 点 的 集合 时 ， 
把 图 形 .F 上 的 各 个 点 , 象 图 8 
那样 ， 沿 一 定 方 向 仅 按 一 定 长 
度 进行 映射 时 ， 叫 作 平行 移动 | 
岂 换 。 吉 图 3 护 图 形 下 映射 、 而 尼 国 唐 F 扩 币 访 国 入 "的 
为 图 形 F 的 是 相似 变换 利用 相似 和 
这 样 变换 也 可 以 研究 图 形 的 性 质 








84 空间 的 性 质 ( 工 ) 


在 本 书 中 所 说 的 空间 ， 象 在 21 页 已 经 说 过 那样 ， 主 要 是 
指 欧 几 里 德 空 间 。 因 此 ,为 了 理解 这 个 空间 是 什么 ,必须 理解 
(1) ”在 空间 中 存在 什么 
(2) 空间 具有 什么 性 质 
在 这 里 ,关于 1) 在 这 $4 中 ,关于 (2) 在 这 $4 和 $5 中 进行 研究 


(1) ”在 空间 中 存在 什么 
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usa 
对 小 青虫 来 说 这 个 铁 线 就 











> 代 
赛 蜂 来 说 这 个 空间 
就 是 全 世界 。 


图 10 全 世界 ! 


在 很 长 的 铁 线 ( 例 如 电线 ) 
上 有 息 行 的 蝴蝶 幼虫 的 青虫 ， 对 
于 这 个 青虫 也 可 能 认为 这 个 铁 


_ 线 就 是 全 世界 。 


在 广阔 的 地 面 上 有 息 行 的 小 
蚂蚁 ， 这 个 蚂蚁 也 许 把 宽广 的 
地 面 看 作 全 世界 。 

同样 ， 在 广阔 的 空间 中 飞 
翔 的 小 蜜蜂 ， 这 个 蜜蜂 也 许 把 
广阔 的 空间 看 作 全 世界 。 

如 上 例 所 列举 的 铁 线 、 地 
平面 以 及 到 处 广阔 的 空间 作 高 


度 抽象 化 ,可 以 看 作 直线 .平面 以 及 (立体 的 ) 空 间 , 因 此 ,这 样 
的 直线 、 平 面 以 及 (立体 的 ) 空 间 ， 我 们 都 可 以 称 之 为 空间 。 
与 直线 ,平面 以 及 (立体 的 ) 空间 类 似 的 对 象 , 除 上 面 例子 之 外 
在 实际 中 常 可 见 到 ， 但 比 (立体 的 ?空间 更 广 的 空间 是 不 能 直 
接 看 到 的 。 但 是 ,对 研究 数学 的 人 来 说 , 在 头脑 中 设想 更 广泛 


的 空间 ， 更 便于 进行 数学 的 研究 。 这 是 多 么 有 意义 的 事情 ! 


(2) 


空间 具有 什么 性 质 


直线 平面 以 及 (立体 的 ) 空 间 都 是 可 以 任意 扩展 的 。 例 
如 直线 可 向 左右 方向 ， 平 面 可 向 左右 和 前 后 ， 而 (立体 的 ) 
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空间 可 向 左右 、 前 后 以 及 上 
下 方向 扩展 。 换 句 话说 ， 直 


线 、 平 面 以 及 (立体 的 ) 空 用 


间 可 以 无 限 的 扩展 ， 只 须 注 
意 它们 扩展 的 方式 不 同 。 为 
表示 扩展 方式 的 不 同 而 用 
维 数 这 个 术语 。 

维 数 这 个 术语 ， 常 用 于 
在 辩论 中 意见 相反 时 说 “ 那 
句 话 和 这 句 话 维 数 不 同 !,。 

可 是 ， 若 用 维 数 这 个 术 
语 ， 则 可 以 说 : 

直线 是 一 维 空间 ， 
平面 是 二 维 空间 ， 
(立体 的 ) 空间 是 
三 维 空间 。 
而 且 , 前 面 已 经 提 到 ,在 数学 
中 也 考虑 四 维 以 上 的 空间 。 

对 于 上 面 提 到 的 维 数 不 
同 是 空间 的 扩展 方式 也 不 同 
的 明显 的 例子 是 ， 注 意 它 是 
确定 点 的 坐标 的 思想 方法 。 








图 11 辩论 





0 P(x) 
直线 是 一 维 空 间 x 











【立体 的 ) 空间 是 三 维 空间 


图 12 空间 维 数 的 不 同 表现 为 
点 的 坐标 的 不 同 
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“ 数 轴 上 的 点 P 是 PCx) 

. 坐标 平面 上 的 点 P 是 P (x，y) 

。 (立体 的 ) 空间 内 的 点 P 是 P (x，y，z)。 
表示 各 个 空间 点 P 的 坐标 (分 量 ) 的 个 数 是 一 个 、 两 个 以 及 三 
个 。 这 个 不 同 ， 不 用 说 ,是 由 空间 的 广阔 程度 不 同 而 产生 的 。 
这 样 ， 直 线 、 平 面 以 及 (立体 ) 空间 的 广阔 程度 虽 有 不 同 ， 
但 是 ， 作 为 这 些 空间 共同 的 性 质 是 什么 ? 例如 可 举 出 它们 的 
共同 性 质 如 下 。 














图 13 把 空间 分 割 为 两 部 分 图 14 空间 由 确定 大 小 的 图 形 填 满 
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全 空间 是 连续 的 ， 而 且 到 处 都 具有 同样 状态 。 

〇 室 间 都 可 以 扩展 为 原来 的 空间 ， 即 用 什么 把 它 围 起 来 
也 是 围 不 住 的 。 

CC 直线 是 可 用 其 上 一 点 剖 分 成 两 部 分 。 平 面 是 不 能 被 它 
上 面 的 点 所 剖 分 ， 但 可 被 一 直线 剖 分 两 个 部 分 。 (立体 的 》 
空间 ,不 能 被 其 中 一 点 或 直线 所 剖 分 ,但 可 由 一 平面 前 分 为 两 部 分 。 

且 ， 这 样 的 剖 分 是 任意 的 〈 图 13)。 

〇 在 直线 上 点 和 线段 ， 在 平面 上 ， 点 、 线 段 、 三 角形 、 
' 圆 、…… 等 ， 在 (立体 的 ) 空间 内 ， 点 、 线 段 .三 角形 . 圆 , 长 
方 体 、 球 、…… ， 等 等 ， 它 们 都 是 可 以 自由 运动 的 。 

总 之 ， 在 空间 内 ， 图 形 是 可 以 自由 移动 的 。 

CC 直线 可 由 确定 长 度 的 线段 连接 起 来 ， 平 面 可 由 确定 面 
积 的 正方 形 铺 砌 起 来 ; (立体 的 ) 空间 可 由 确定 体积 的 立方 体 
堆砌 起 来 ， 把 它 填 满 。 

这 时 ， 与 确定 的 长 度 、 面积 以 及 体积 的 大 小 无 关 。 这 个 
事实 ， 例 如， 以 直线 为 例 来 说 ， 它 意味 着 直线 上 某 线段 的 长 
度 ， 可 以 用 适当 长 度 为 单位 进行 测度 。 按 同样 想法 ， 对 平面 
和 (立体 的 ) 空间 也 是 一 样 ， 对 于 空间 内 图 形 的 大 小 ， 取 适 
当 的 单位 (以 适当 图 形 的 大 小 为 单位 ?是 可 以 测定 的 〈 图 14)。 

对 具有 这 种 性 质 的 空间 ， 从 幼小 的 时 候 就 开始 注意 其 中 
的 元 素 之 间 的 结合 关系 以 及 与 大 小 相关 连 的 问题 ， 逐 渐 地 就 
能 掌握 它 的 全 体 。 ; 
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85 空间 的 性 质 (I) 





(1 ) 现实 空间 是 欧 几 里 


在 前 面 已 经 说 过 ， 欧 几 里 
德 空间 是 把 我 们 所 在 的 现实 空 
间 经 抽象 化 而 得 到 的 空间 ， 但 
是 ， 在 这 个 现实 空间 中 还 不 知 

图 15 高 斯 测定 的 三 角形 道 三 角形 的 内 角 和 是 不 是 二 直 
角 。 关 于 这 方面 ， 例 如 高 斯 (1777 一 1855) 测定 了 如 图 15 中 
以 三 个 山顶 为 项 点 的 大 三 角形 的 角 ， 计 算 了 三 个 内 角 和 ，` 它 
的 和 是 否 是 二 直角 ， 仅 由 这 还 不 能 说 明 问题 。 

后 来 ， 著 名 的 物理 学 家 爱 因 
斯 坦 (1879 一 1955) 等 人 认为 与 其 
说 现实 空间 是 欧 几 里 德 空间 ， 英 
如 说 稍 有 变形 的 空间 为 好 。 





(2) 希 尔 伯 特 的 
"几何 学 基础 4 
关于 欧 几 里 德 空间 的 性 质 





图 16 希 尔 伯 特 
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在 第 工 章 中 已 经 提 到 ， 在 这 里 对 这 个 空间 的 结构 和 性 质 再 进 
一 步 稍 作 系 统 的 研究 。 为 此 ， 提 出 欧 几 里 德 空间 的 特 证 性 质 
的 同时 还 与 其 它 空 间 比 ， 研 究 它 的 相同 和 不 同性 质 。 

欧 几 里 德 在 它 的 原本 中 是 以 公设 和 公理 为 基础 而 推导 出 
定理 这 样 结构 的 几何 学 ,其 中 存在 在 逻辑 上 不 够 完备 的 地 方 ， 
这 在 前 面 已 经 提 过 ,到 十 九 世 纪 末 叶 , 德 国 的 希 尔 伯 特 (1862 
一 1943) 在 名 为 "几何 学 基础 4 的 著作 中 给 出 结构 完备 的 欧 几 
里 德 几何 学 。 

在 希 尔 伯 特 的 著作 中 ， 对 点 、 直 线 以 及 平面 是 什么 ， 没 
有 给 出 任何 说 明 ， 但 给 出 叙述 点 、 直 线 以 及 平面 之 间 关 系 的 
五 组 公理 而 进行 逻辑 推演 。 这 里 重要 的 是 ， 对 于 欧 几 里 德 作 
为 基础 的 公设 和 公理 认为 是 “自明 之 理 ”, 所 列举 出 从 经 验 而 
得 到 的 当然 事实 ， 而 希 尔 伯 特 把 这 些 作 为 基础 的 公理 完全 看 
作 “ 约 定 ” 或 “假设 "。 即 ， 开 始 就 设 定 一 些 作 为 基础 的 约定 
和 假设 ， 在 不 违反 这 个 约定 和 假设 下 来 建立 理论 体系 。 在 现 
在 数学 的 研究 方法 中 ， 很 多 都 是 按照 希 尔 伯 特 的 作法 进行 的 。 

那么 ， 希 尔 伯 特 作为 他 的 基础 公理 是 些 什么 ? 这 也 许 是 
稍 难 一 些 ， 关 于 平面 的 情形 ， 介 绍 如 下 (以 下 I 了 一 V 公 理 的 
一 部 分 略 去 也 可 以 )。 

I 结合 公理 

1 两 点 确定 一 条 直线 (图 17)。 
2 ”过 不 同 两 点 只 存在 一 条 直线 (图 17)。 














3 直线 上 至 少 存在 两 点 (图 18)。 
4 在 平面 上 存在 不 在 一 直线 上 的 三 点 (图 19)。 
I 顺序 公理 

1 A. B,C 是 一 直线 上 三 点 ， 如 果 点 B 在 点 A 与 
点 C 之 间 ， 这 时 点 B 在 点 C 与 点 A 之 间 。 (A 与 C 之 间 的 点 的 
全 体 的 集合 叫 作 线段 A C ) (图 20)。 

2 如果 A ，8 是 一 直线 上 的 不 同 两 点 ， 在 这 直线 上 
可 取 第 三 点 C， 则 可 使 B 在 A 与 C 之 间 , (这 时 ,说 C 在 线段 
AB 的 延长 线 上 。 把 线段 AB 以 及 延长 线 上 点 叫 作 在 A 向 B 
侧 的 点 。 A 向 B 侧 的 点 全 体 的 集合 叫 作 从 A 向 B 的 射线 。 从 
一 点 引出 的 两 条 射线 作成 以 它们 为 边 的 角 ) (图 21)。 

3 ”如 果 一 直线 上 有 三 点 ， 则 其 中 只 有 一 点 在 其 余 两 
点 之 间 。 

4 ” 设 A,B ,C 是 不 在 一 条 直线 上 的 三 点 ,直线 a 不 过 A， 
B,C 的 任何 点 时 ,如 果 a 与 线段 AB 有 一 个 公共 点 , 则 必 与 AC 或 
BC 也 有 一 个 公共 点 (从 这 里 可 定义 直线 的 侧 ) (图 22)。 

下 ”合同 公理 

1 已 给 线段 AB 和 直线 ! 上 一 点 A ,如 果 指 定 A' 的 
某 侧 时 , 则 在 该 侧 存 在 一 点 B ,使 AB 与 A' B' 合 同 ( 记 作 A B= 
A’B’) (图 23)。 

2 与 相等 的 线段 合同 的 线段 互相 合同 (图 24)。 

3 设 点 B 在 点 A ，C 之 间 , 点 8 在 A'’,C’ 之 间 , 如 果 
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AB=A’B’,BC=BC, 则 AC=A’'C’' (图 25)。 
4 如 果 已 给 出 -个 角 ,-- 条 射线 和 指定 了 的 - - 侧 时 ， 
则 存在 以 已 给 射线 为 一 边 ， 在 指定 的 那 一 侧 与 已 给 角 合 同 的 
角 (图 26)。 
5 设 A ,B,C 和 A',B'.,C' 都 是 不 在 一 直线 上 三 点 ， 如 
果 AB =A'8',AC =A'C’', LA = ZA' 则 LB = ZB' (图 27)。 
WW 平行 公理 
如 果 已 给 出 直线 / 和 不 在 它 上 面 的 一 点 A， 则 存在 唯一 
的 一 条 过 A 晶 与 1 不 相交 的 直线 (图 28)。 
V 连续 公理 
1 设 AB 和 CD 是 两 个 线段 ,在 连接 A ,8 的 直线 上 取 
点 Al ,A ,As Auw 如 果 线 段 A Ai ,AIA:……… AIA, 都 
与 CD 合同 , 则 可 使 8 在 AA ,之 间 ( 阿 基 米 德 公理 )( 图 29)。 


2.， 如果 在 线 役 AB 上 存在 两 点 A, B ，, 线 段 A ,B ;上 存 
在 两 点 A ;,B :, 在 线段 A ,B ,上 存在 两 点 A 3,B 3 ，…… , 则 
所 有 线段 AB ,A BA， 8 ，，…… ; 必 有 公共 点 (图 30)。 
为 了 使 数学 从 理论 上 作 到 严密 化 ， 可 以 这 样 地 理解 ， 必 
须 把 所 列举 的 这 些 基 础 事项 ,从 一 开始 就 给 以 明确 约定 才 行 。 
从 上 面 列 出 的 公理 一 V 为 基础 可 以 导出 图 形 的 很 多 重 

要 的 性 质 。 
现在 ,再 考虑 如 图 31 的 卵 形 面 。 对 于 这 个 面 上 的 两 点 A， 
8 ,所 谓 “ 线 段 " A B 是 通过 A ,8 的 长 度 最 短 的 曲线 弧 (图 
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31) ,把 这 样 的 曲线 弧 延 长 叫 作 过 两 点 A ,B 的 "直线 "- 但 是 ,在 
平面 上 连接 两 点 的 线段 是 唯一 的 (图 32@D) ,可 是 在 这 个 *“ 面 
上 连接 两 点 的 线段 有 两 种 情形 〈 图 32@) 。 在 平面 的 直线 上 点 
C 在 A 与 B 之 间 (图 33@D) ,但 在 这 个 “ 面 " 上 C 可 以 在 AB 之 间 














用 31 一 35 孵 形 而 上 的 几何 学 
A 可 以 在 C 与 B 之 间 ,B 可 以 在 A 与 C 之 间 , 有 了 时 是 不 能 确定 的 
(图 33@)。 在 平面 上 ， 有 两 条 边 和 它们 夹 角 相等 的 三 角形 ， 
由 合同 条 件 可 确定 形状 和 大 小 〈 图 34D ) ， 但 在 这个“ 面 ” 
上 随 位 置 的 不 同 它 的 大 小 以 及 形状 都 不 同 (图 34@), 在 平面 上 过 
直线 外 一 点 与 已 知 直线 平行 的 直线 (不 相交 的 直线 ) 是 唯一 存在 的 
(图 35 〇 D) ,在 这 个 “ 面 "上 可 引 两 条 以 上 的 平行 线 (图 35@)。 
如 图 36， 如 果 把 圆 林 、 圆 锥 的 表面 看 作 * 平 面 "时 , 那 它 
与 公理 一 》 所 说 的 性 质 有 哪些 不 同 ?例如 ,在 图 36 中 中 , 连 
接 两 点 的 “线段 "只 有 一 条 ? 图 36 回 中 可 以 说 AB +B C =AC， 
以 及 B 在 A 与 C 之 间 ? 能 说 "直线 "把 "平面 "前 分 成 两 个 部 分 ? 
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图 36 圆柱 面 、 圆 锥 面 上 的 几何 
在 图 36@ 中 能 说 和 ABC = 人 A'B'C’? 等 等 ,……。 


现在 举 出 一 些 有 性 质 差 别 的 例子 ,这 是 由 平面 (作为 空间 
在 前 章 已 经 说 过 了 ) 性 质 与 这 些 "平面 "(曲面 ) 的 性 质 所 导致 


的 差别 。 因 此 ， 前 面 所 说 的 作为 具有 欧 几 里 德 平面 特 证 的 公 


理工 一 VY 的 性 质 可 知 它们 任何 一 个 都 是 十 分 重要 的 。 


86 图 形 的 性 质 


【空间 与 图 形 的 性 质 】 例如 

(i)[ 二 相交 直线 的 对 项 角 相等 

(ii)[ 从 直线 ! 外 一 点 A 与 1 上 点 连接 的 线段 中 ,其 长 度 
以 从 A 向 ! 所 引 垂 线 的 线段 最 短 ] 

(iii)r 不 相交 的 二 直线 平行 」 

CiV )T 圆 把 平面 分 为 内 部 (内 侧 ) 和 外 部 (外侧 ) 两 个 部 分 ， 
等 等 ， 在 平面 上 成 立 的 性 质 是 很 多 的 。 同 样 ， 在 (立体 的 ) 空 
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间 也 成 立 的 性 质 可 以 举 出 很 多 

上 述 性 质 (i) , (ii) 在 平面 上 .在 (立体 的 ) 室 间 内 也 成 立 ， 
(iii 和 (KiV ) 在 平面 上 成 立 , 但 对 (立体 的 ) 空 间 内 不 一 定 成 立 。 
在 (立体 的 ) 空 间 , 二 直线 是 异 面 的 情形 , (iii) 就 不 成 立 ,显然 
CiV ) 不 成 立 

这 样 ， 既 使 是 ( 欧 几 里 德 ) 图 形 的 性 质 ， 必 须 注意 与 图 形 

所 在 的 空间 无 关 的 那样 性 质 (i), (让 和 必须 考虑 与 它 所 在 空间 
有 关联 的 性 质 





图 37 列 昂 纳 德 . 达 。 苏 奇 画 的 “最 后 的 晚餐 “， 美丽 
而 旧 立 体 娩 很 强 


因此 .所谓 研究 图 形 的 性 质 ,要 区 别 是 连 图 形 所 在 空间 一 
起 考虑 ,还 是 不 涉及 空间 , 仅 考虑 图 形 : 从 而 ,对 图 形 进行 研究 时 ， 
可 知 空间 是 起 着 很 重要 的 作用 :为 此 ,在 所 考虑 的 空间 中 ,以 所 
依据 的 事项 为 基础 ,对 其 性 质 的 成 立 必 须 进行 过 辑 的 探讨 。 
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第 焉 章 ”坐标 的 几何 学 
81 图 形 与 数 式 的 统一 


(1) ”第 卡尔 的 思想 

在 十 七 世纪 法 国 的 第 卡尔 
(1596 一 1650) 以 坐标 的 思想 为 
基础 而 构成 了 新 的 几何 学 ， 这 
个 几何 学 对 后 来 数学 的 发 展 起 
了 很 大 作用 。 他 不 仅 是 数学 家 ， 
也 是 著名 的 哲学 家 ， 甚 至 是 近 
代 哲 学 的 祖师 。 

笛 卡 尔 的 思想 是 对 各 种 事物 都 深入 的 揭示 它 的 本 质 进行 
研究 。 他 的 关于 研究 方法 的 著名 著作 [方法 概论 ! 中 曾 有 以 
下 的 论述 。 

第 一 ， 不 论 什 么 事物 ， 如 果 自 己 没 有 明确 地 认为 它 是 真 
理 时 ， 则 不 能 认为 它 是 真理 。 
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第 二 ， 自 己 所 要 研究 的 各 种 难题 ， 尽 可 能 地 ， 并 且 为 了 
更 好 地 解决 它 ， 根 据 需 要 把 它 分 解 成 很 多 小 的 部 分 来 研究 。 


第 三 ， 从 最 简单 ， 最 容易 的 事物 开始 ， 一 步 一 步 地 分 段 “ 


追查 ， 逐 渐 地 从 多 方面 去 理解 它 ， 在 这 个 基础 上 ， 要 考虑 对 
于 那些 前 后 无 关系 的 事项 之 间 的 顺序 ， 同 时 要 建立 起 按 自己 
的 思想 方法 的 顺序 。 

第 四 ， 自 己 要 无 遗漏 地 ， 认 真 地 ， 列 举 出 所 能 考虑 到 的 
全 部 问题 ， 以 增加 研究 的 幅度 。 

这 样 ， 笛 卡尔 把 既 使 是 以 前 他 已 经 掌握 的 事实 ， 在 没有 
通过 他 自己 思想 理解 以 前 ， 采 取 彻 底 调查 研究 的 态度 ， 特 别 
是 象 第 二 条 中 所 说 的 那样 ， 对 每 件 事 物 进 行 研究 时 ， 尽 量 地 
把 它 分 解 成 各 个 细小 部 分 进行 思考 ， 把 这 种 思想 方法 用 于 研 
究 图 形 ， 把 图 形 尽 量 地 分 解 为 简单 地 ， 也 就 是 分 解 为 点 来 考 
虑 。 他 总 是 抱 着 这 种 观点 ， 即 对 各 个 点 的 位 置 用 (x, 妨 这 样 
坐标 形式 来 表示 。 而 且 他 在 研究 图 形 性 质 的 同时 也 把 空间 作 
为 问题 ,总 考虑 图 形 在 空间 中 所 占有 的 位 置 。 由 于 他 具有 这 种 
想法 ， 所 以 不 仅 是 直线 和 圆 ， 而 且 也 考虑 比 曲线 还 要 广泛 的 
图 形 。 


(2) 图 形 与 数 式 的 统一 
关于 坐标 的 思想 可 以 说 在 希腊 时 代 已 经 开始 使 用 。 阿 基 
米 德 以 及 阿 普 罗 纽 斯 在 研究 圆锥 曲线 中 ， 在 10 页 已 有 所 叙述 。 
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想象 上 图 那样 ,使 图 形 与 方程 





希腊 人 已 经 知道 选用 坐标 轴 把 圆锥 曲线 表示 成 方程 。 但 是 希 
腊 人 只 知道 x ?表示 线段 长 度 ，xy 表示 边 长 为 x 和 y 的 长 
方形 的 面积 ， 而 xs 表示 边 长 为 x 的 立方 体 的 体积 ， 而 且 常 与 
图 形 结合 来 考虑 。 这 样 不 能 计算 x 与 x 的 和 ,因为 长 度 与 面 
积 不 能 相 加 ! 

可 是 ， 到 十 七 世纪 ， 各 种 符号 已 经 比较 完备 ， 巧 妙 地 利 
用 这 些 符 号 ， 使 运用 计算 的 代数 与 处 理 图 形 的 几何 向 着 结合 
的 方向 发 展 。 法 国 的 费 尔 马 (1608 ~-*1665) 终于 首先 提出 点 的 
坐标 的 思想 ， 而 开创 了 坐标 的 几 
何 学 。 但 是 ， 费 尔 马 也 象 前 面 提 
到 的 希腊 人 一 样 ， 因 为 只 是 把 文 
字 与 图 形 结合 起 来 来 考虑 ， 没 有 
得 到 新 的 发 展 。 

第 卡尔 考虑 文字 不 仅 表示 线 
段 的 长 度 、 图 形 的 面积 和 体积 ， 图 2 费 尔 世 
它 还 表示 图 形 大 小 的 数值 。 即 他 考虑 文字 可 以 表示 所 有 的 数 
pr 全 全 全 
想 方 法 是 高 超 的 ! 他 还 给 线段 
Re 
推广 了 由 坐标 思想 表示 点 (1 ) 
所 提出 的 方法 。 由 这 种 坐标 思 
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美妙 的 对 应 起 来 ， 几 何 与 代数 统一 起 来 。 象 这 样 把 某 种 观点 
或 方法 不 同 的 事物 统一 起 来 ， 在 数学 中 也 是 很 重要 的 。 坐 标 
的 思想 ， 把 函数 用 图 象 来 表示 ， 这 不 仅 在 数学 中 ， 就 是 对 自 
然 科学 的 发 展 也 是 起 着 巨大 的 作用 。 


§2 坐 标 


笛 卡 尔 的 几何 学 中 谈 到 怎样 确定 空间 点 的 位 置 的 问题 ， 
从 而 应 从 怎样 表示 点 的 位 置 的 问题 开始 。 


【直线 上 点 的 坐标 】 图 3 
是 连接 东京 与 名 古 屋 的 东 名 
高 速 铁路 。 这 条 路 上 的 滨 松 
距 东 京 229.5 km。 其 它 的 任 
i 何 地 点 ， 若 以 世 田 谷 作为 变 

换 的 起 点 ， 测 出 到 东京 的 铁 

路 里 程 。 即 ， 只 要 在 东 名 高 速 铁 路 上 确定 一 个 地 点 ， 则 从 东 
京 到 该 地 点 的 铁路 里 程 就 确定 了 。 

反之 ， 如 果 从 东京 出 发 确定 了 里 程 ， 则 仅仅 确定 与 东京 
距离 为 已 知 里 程 的 地 点 。 

从 而 在 东 名 高 速 铁路 上 ， 某 地 点 和 以 东京 为 起 点 到 这 个 
dl 








(1) 直线 上 点 的 坐标 





地 点 的 路 程 之 间 是 一 一 对 应 的 。 

但 是 ， 某 地 点 和 某 起 点 到 这 个 地 点 的 路 程 是 一 一 对 应 的 
的 根据 是 什么 ”因为 东 名 高 速 铁路 是 用 一 条 线 表 示 的 。 

在 一 条 线 上 ， 不 论 这 条 线 是 曲 的 或 者 是 直 的 ， 上 述 事实 
都 成 立 。 

那么 ， 在 下 面 ， 把 这 个 事实 在 直线 上 详细 地 加 以 讨论 。 

给 定 直线 4, 即 在 直线 xx 上 ， 取 定 作为 基准 的 一 点 D， 
这 时 把 O 叫 作 原 点 。 其 次 ， 还 在 直线 ! 上 取 一 点 E (一 般 取 
在 点 o 的 右 侧 ) 使 OE 的 卡 度 等 于 1 。 并 且 把 E 叫 作 单位 点 。 

如 此 ， 直 线 / 由 点 O.* 
成 左 , 右 侧 两 部 分 ,单位 点 E， 
一 般 都 取 在 右 人 出，E 在 9 的 
右 方 ( 即 从 看 是 x 的 方向 ) [2) 
取 为 正方 向 ， 不 含 E 的 是 
的 左 方 ( 从 O 看 是 总 的 方向 ，| 于 人 
取 为 负 方向 ， 这 样 来 确定 直 
线 的 方向 。 图 4 点 的 坐标 

于 是 ， 在 直线 ! 上 任 取 一 点 时 ， 设 OP 的 长 度 是 OE 
的 x 倍 。 换 名 话说， 设 OP = x* OE 。 但 这 时 的 x, 如果 P 
对 O 来 说 在 E 的 同 侧 右 侧 ) 时 为 止 ，P 对 来 说 在 EE 的 反 
侧 ( 左 侧 ) 为 负 ， 这 样 x 是 具有 符号 的 值 。 这 时 把 x 叫 作 点 P 
的 坐标 ， 记 作 P Cx)。 例 如 图 1 的 点 A,B 分 别 表示 为 
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A( 十 3),B( 一 2.4), 这 个 A( 十 3) 也 简 记 作 A(3) 。 当 然 原 点 
的 坐标 为 ,单位 点 E 的 坐标 为 1 , 记 作 DC0)，E(1)。. 

象 上 面 那样 ， 

直线 /上 的 点 与 直线 /上 点 P 的 坐标 x， 
它们 互相 之 间 有 以 下 关系 ， 如 果 有 一 方 确定 ， 则 另 一 方 也 随 
之 而 人 确定。 这 样 在 直线 上 引进 坐标 的 坐标 直线 ， 再 与 前 面 所 
说 的 数 轴 联 系 起 来 就 可 以 了 解 了 吧 ! 

现在 ， 已 经 考虑 了 数 直线 上 点 的 坐标 ， 利 用 这 个 坐标 就 
可 以 表示 直线 上 的 各 种 部 分 。 即 ， 把 直线 看 作 点 的 集合 ， 它 
的 子 集 可 以 用 坐标 表示 。 

在 第 T 章 的 84 的 (2) 中 已 经 提 过 ,直线 可 由 一 点 分 成 两 个 
部 分 。 现 在 象 图 5 那样 , 在 直线 上 任 取 一 点 A( 4), 设 /上 任 
意 为 P(x)。 这 时 ，x 满 足下 列 条 件 ; 


(i) xx<14 
(0) 
一 一 修 放 ~ 《ii 全 
对 一 3 一 2=-1 人 了 24 6 6 a 
a (iiiy x>4 


的 点 P(x) 的 范围 (集合 )， 分 
别 如 图 5。 这 时 , (i ) 的 红色 部 
分 不 包含 右 端点 ，(iii) 红色 部 
分 不 包含 左 端点 ， 这 样 对 不 包 
含 的 点 用 小 圈 来 表示 ， 对 包含 





图 5 直线 由 一 点 分 为 两 个 部 分 


的 情形 用 黑 点 来 表示 。 
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从 上 面 的 事实 可 知 ， 在 直线 ! 上 取 一 点 人 (4 ) 并 把 它 去 
掉 ， 这 样 就 象 图 6 ( iw， 把 
直线 分 割 成 A 的 左 侧 和 A 的 1 
右 侧 两 个 部 分 。 如果, 这 时 | ” 


A 
考虑 A 包含 在 A 的 左 侧 成 为 “| 一 0 一 > 


0 xS44 rz>47 





它 的 右 端点 和 其 余部 分 则 “| 一 一 上 一 一 一 TS 
得 到 《Vv)。 又 ; 如 果 考 唐 和 A | 9 生生 
包含 在 A 的 右 侧 部 分 和 其 余 i 
部 分 时 ， 则 得 到 (vb。 如 果 把 直线 分 割 成 左 和 右 两 部 分 时 ， 
必 为 (v ) 或 viD 的 二 者 之 一 。 这 一 事实 表示 了 ， 如 同 在 前 一 
章 $4 中 所 说 的 直线 无 空隙 的 重要 性 质 。 象 图 6 (v ) 的 左 侧 部 
分 或 Cvi) 右 侧 部 分 那样 ， 包 含 端点 的 直线 的 那 侧 叫 作 以 端 
点 为 始点 的 射线 。 
其 次 ,考虑 满足 条 件 一 2 |,， A oo B 
<x<4 的 x 为 举 标 的 点 P | ” 355 人 
Cx) 所 在 的 范围 ,如 图 7( i | 人 一 人 >。 
的 红线 部 分 ， 成 为 从 点 (iD 人 9 











B 
名 一 —2<zx<4 可 
A( 一 2) 到 点 B( 4) 的 直线 SEE 4 
上 的 点 集 。 图 7 线段 AB 


这 样 ， 在 直线 上 由 两 点 和 它们 之 间 的 所 有 点 构成 的 点 集 
叫 作 线段 。 如 果 两 个 点 是 A,8 , 则 叫 作 线段 AB, 或 线段 BA。 
(但 是 ， 有 时 如 图 7 的 (ii) 或 (jii), 考 虑 至 少 有 一 方 
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不 包含 端点 的 情形 ， 这 时 也 把 它 叫 作 线段 AB )。 

〖 二 点 间 的 距离 ] 考 察 夏 日 的 气温 时 ,前 天 是 23"C, 昨天 
是 27"C， 今 天 是 31C， 逐 渐 热 起 来 。 如 果 以 昨天 气温 为 基准 
来 考虑 ， 前 天 和 今天 都 与 昨天 的 气温 相差 4 "C， 而 前 天 比 昨 
天 低 4'C， 而 今天 比 昨天 高 4'C， 高 低 相反 。 

从 这 个 气温 的 例子 中 看 到 ， 只 考虑 仅 相 差 4 ， 把 仅 小 4 
或 仅 大 4 的 这 个 事实 放 在 直线 上 来 考虑 。 

在 坐标 直线 上 ， 设 点 A 为 A(27) 时 ， 比 坐标 27 小 4 的 点 
用 B (23)， 比 坐标 27 大 4 的 点 用 C (31) 来 表示 。 

点 BC23) 与 点 C (31) 都 与 点 A(27) 的 距离 为 41,B 在 A 的 左 
侧 ，C 在 A 的 右 侧 ， 它 们 在 距 A 点 相反 的 方向 上 。 为 了 表示 
这 种 意义 ， 把 线段 的 方向 也 





B A C 
林 如 427431 | 放 在 一 起 来 考虑 ， 从 点 P 到 
Fi Pa- 点 Q 的 线段 连 方向 也 考虑 在 
一 PQ=9-p 内 时 ， 把 它 叫 作 有 向 线段 


AB=23—27= 一 4 PQ。 关 于 有 向 线段 的 方向 

AC=31—27=4 规定 为 ; 
图 8” 有 向 线段 的 长 度 “ 如 果 从 P 到 @ 的 方向 
为 正方 向 (向 右 ) 时 ， 则 有 向 线段 PQ 是 正 向 的 。 

* 如 果 从 P 到 @ 的 方向 为 负 方 向 〈 向 左 ) 时， 则 有 向 线 

段 PQ 是 负 向 的 。 
因此 ，, 如 果 P (p)，Q (gg) 时 , 则 有 向 线段 PQ 的 长 度 为 
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PQ=(@ 的 坐标 ) 一 (P 的 坐标 ) 一 gy 一 p。 

从 而 ， 也 可 以 说 PQ = 二 一 QP。 

物体 的 长 度 、 面 积 以 及 体积 ， 通 常 不 取 负 值 ， 对 上 面 有 
向 线段 的 长 度 来 说 ， 只 须 注意 在 正 向 时 有 向 线段 的 长 度 是 正 
数 ， 负 向 时 有 向 线段 的 长 度 是 负数 。 

在 前 页 的 图 8 中 ,对 于 前 天 比 昨天 气温 低 4°C, 可 以 考虑 
从 A 到 B 的 有 向 线段 的 长 度 为 AB =23 一 27 二 一 4 ,同样 ,可 
以 考虑 从 昨天 到 今天 的 气温 的 变化 为 AC =31 一 27 = 4。 

如 果 仅 求 直线 上 两 点 P,Q 之 间 的 距离 , 只 求 线段 PQ 的 
长 度 就 可 以 。 在 这 里 因为 从 P 到 Q 的 距离 与 从 Q 到 P 的 距离 
相同 ， 这 样 就 没有 必要 考虑 线段 PQ 的 方向 了 。 因 为 线段 的 
长 度 不 取 负 数 ， 则 点 PCp) 与 点 Q(q) 之 间 的 距离 。 即 线段 
P Q 的 长 度 ， 可 用 两 点 坐标 的 差 的 绝对 值 











PQ 王 |4-p| ， 来 求 得 。 
T 
Hd -QQ 0 
NN ~ 3 人 
工 F 9 和 DA 10 2 
rnt 二 
SN x -5 10 22 
的 4 Box 而 2 
PQ=14-a|= 王 ji 和 大 > 
-5 10 22 >> 
P__0 Q 
二 一 一 > 
忆 一 和 8 7.3 x 人 
e 
PQ=17.3-1-2.8)1 =10.1 
图 9 ”线段 的 长 度 图 10 AB+BC=AC 
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但 是 ， 为 了 求 两 点 间 的 距离 ， 象 现在 这 样 只 须 求 出 连接 
两 点 的 线段 的 长 度 就 可 以 ， 如 果 象 前 面 那样 考虑 具有 方向 的 
线段 ， 所 谓 有 向 线段 时 ， 那 么 理论 的 根据 又 是 什么 呢 。 
现在 ,在 坐标 直线 上 取 三 个 点 Al(a), B (4b), C(O， 
考虑 有 向 线段 AB , BC , AC 时 ,我 们 将 指出 
AB+BC=AC 
常 成 立 ,这 时 ,直线 上 三 点 A,B , C 的 不 同 排列 很 多 。 在 图 
10 中 仅 举 出 (Ci)、 (说, ( i 三 种 情形 为 例 ， 对 它们 各 种 情形 
论证 上 面 公式 都 成 立 是 很 麻烦 的 。 可 是 ,对 于 有 向 线段 的 长 度 
已 知 为 AB 王 4 一 a, BC 一 c 一 六 AC 一 c 一 ao 总 是 可 以 简单 
地 得 到 
AB +BC 一 (6 一 0) +(c 一 及 =c 一 0 一 AC。 
这 种 思想 方法 ， 对 于 不 论 多 少 个 点 都 成 立 ， 是 比较 方便 的 。 
在 数学 中 ， 象 这 样 尽 可 能 的 对 于 能 用 同样 思想 和 同样 方 
法 求 得 出 的 问题 ， 综 合 地 处 理 是 很 重要 的 。 这 样 作 ， 可 以 作 
到 手续 简捷 ， 节 省 劳力 而 且 巧 妙 地 求 得 所 要 求 的 结果 。 
注意 , 今后 单 称 线段 AB ， 有 时 也 指 的 是 有 向 线段 AB 。 
〖 线 段 的 分 点 〗 ” 试 求 连接 坐标 直线 上 点 A (a) 和 点 
B (5) 的 线段 AB , 按 m : n 的 比分 割 的 分 点 PCx) 的 坐标 。 
因为 ， 所 谓 把 线段 AB 按 m : :的 比分 割 的 分 点 P 是 
AP :PB=m:.n 
所 以 
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AP x—-a_m 
PB -> nn =“ 二 人 
内 分 点 A 一 m 一 pn 
ep 上 | "> 
_ 申 点 Ar 一- 一 "~ 中 
从 而 a 
点 轴 一 一 ~ 
n(x—a) =m(b—x) A 
人 [3 
脱 去 括 弧 计 算 后 则 得 | 
工 工 二 ,二 
二 na+mb 图 !! 把 线段 AB 按 m : n 分 
m+n 割 的 分 点 
ws [@) 


在 这 个 式 子 中 ,特别 是 当 m 二 4 时 ，P 是 AB 的 中 点 ， 所 以 
AB 中 点 的 坐标 为 


at+b 
: 


在 D 式 中 ,如 果 加 与 4 符号 相同 , 即 m* n>>0，, 因为 线段 
AP 与 BP 方向 相同 ,所 以 P 在 A 与 B 之 间 , 这 时 说 点 P 把 线段 
AB 按 mm; nn 内 分 ,P 叫 作 AB 的 内 分 点 , 以 同样 的 想法 ,如 果 
届 与 4 异 号 , 即 m:n < 0 ,因为 线段 AP 与 线段 PB 方向 相 
反 ， 则 P 在 线段 AB 或 B A 的 延长 线 上 。 这 时 ,说 点 P 把 线 
段 AB 按 软 :外 分 ,P 叫 作 AB 的 外 分 点 。 


文王 


(2) 平面 上 点 的 坐标 
表示 平面 上 点 的 位 置 方法 很 多 :如 都 市 的 区 域 图 等 ， 为 
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了 便于 知道 某 地 方 的 位 置 而 划分 区 域 ， 对 于 地 址 或 住所 可 以 
很 准确 地 用 数字 或 记号 来 表示 ， 这 样 首 先 对 访问 、 旅 行 的 人 
以 及 邮递 员 等 等 都 比较 方便 ， 还 有 在 其 他 方面 也 很 方便 。 

关于 都 市 的 区 域 图 ， 例 如 京都 、 札 由 等 那样 将 区 域 划分 
为 棋盘 形 ,如 莫斯科 .卡尔 斯 鲁 厄 ( 西 德 ) 是 以 某 点 为 中 心 将 区 
域 划分 为 放射 形 。 又 如 堪培拉 澳大利亚 ) 那样 是 同心 圆 与 
放射 形 的 组 合 以 及 象 华盛顿 那样 是 棋盘 形 与 放射 形 的 组 合 等 
等 的 各 种 形式 





四 卡尔 斯 重 契 
图 12 各 种 都 市 的 区 域 图 
， 在 数学 上 是 怎样 作 的 呢 
在 平面 上 表示 点 的 位 置 的 最 简易 的 方法 是 
前 页 例子 中 的 棋盘 形 的 情形 。 例 如 ， 教 室 中 某 人 的 座位 或 长 
方形 剧场 的 座位 等 ， 如 从 窗户 数 第 五 行 ， 从 前 面 数 第 三 号 
这 样 从 左右 和 前 后 就 可 确定 一 个 位 置 
可 是 ， 如 同 前 面 (1) 中 所 考虑 过 的 ， 由 原点 和 单位 点 所 
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确定 的 两 条 数 轴 为 x” 0 x 
yO0 Jy 这 两 条 数 轴 象 图 13 
那样 ， 使 原点 一 致 而 且 互 相 
垂直 ， 把 数 轴 关 O x 叫 作 X 
轴 或 横 轴 ，) 0 } 叫 作 Y 轴 
或 纵 轴 ， 把 x 轴 ，? 轴 合 起 
来 叫 作 直角 坐标 轴 , 在 x 轴 ， 











来 ee +P(x,y) 
R(-6,3.5) | Q(4,3): 








图 13 平 而 上 点 的 坐标 


上 轴 上 从 0 到 0x, 0y 的 方向 分 别 叫 作 正 方向 。 
现在 ， 从 这 个 平面 上 的 任意 点 P 向 这 两 个 坐标 轴 所 引 垂 


线 的 垂 足 各 为 H,K 时 , 则 
OH=x, OK=y 
确定 数 x 和 y》。 因 此 ,平面 
上 的 点 P 和 数 对 (x,，y》) 一 
一 对 应 。 这 时 ， 把 (x,，》) 
叫 作 点 P 的 直角 坐标 或 简称 
点 P 的 坐标 ,写作 P(x y)。 











图 14 平面 被 坐标 轴 分 成 4 个 部 分 


又 ,这 时 把 x 叫 作 点 P 的 坐标 ,或 模 坐 标 ,y 叫 作 点 P 的 Y 
坐标 或 纵 坐标 。 在 图 13 中 ， 点 RR 的 x 坐标 是 -6, by 坐标 是 


3.5 。 


象 图 4 所 表示 的 ,平面 由 x 轴 和 yy 轴 分 割 为 IT, ,时 N 
四 个 部 分 (四 个 象限 )。 随 着 点 在 那个 部 分 来 确定 点 的 x 华 


标 ， 坐 标的 正 ， 负 。 
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注意 不 要 把 坐标 符号 搞 错 。 
i [其 它 的 坐标 】〗 ”表示 
a 平面 上 点 的 位 置 ， 在 前 面 已 
gy 经 提 到 有 各 种 方法 。 
2 例如 两 数 轴 x'o x， 
y'0y 斜 交 于 点 口 ， 则 图 13 
成 为 图 15。 它 还 是 使 平面 上 
图 15 斜 交 坐 标 的 点 P 与 坐标 (x，y) 之 间 

一 一 对 应 。 这 样 表示 点 的 位 置 的 坐标 叫 作 斜 交 坐 标 。 据 说 笛 
卡尔 开始 所 考虑 的 坐标 就 是 这 种 坐标 。 

在 前 面 曾 提 到 的 西 德 卡尔 鲁 斯 厄 的 放射 形 区 域 图 ， 怎 样 
来 确定 地 点 的 位 置 呢 ? 









4 








首先 确定 从 〇 出 
发 的 射线 ox,. 任意 
点 P 的 位 置 可 以 由 线 
段 OP 的 长 度 和 OP 与 
射线 0 x 的 夹 角 的 大 

图 16 极 坐 标 图 17 有 小 来 表示 。 即 如 图 16 
那样 OP = (r 之 0) 和 设 Zx0P ==9， 则 点 P 与 /和 6 组 成 
的 序 对 (r，9 ) 一 一 对 应 。 

这 个 (+r, 68) 叫 作 点 P 的 极 坐标 ， 用 P(r， 9) 表示 ,在 

这 个 极 坐标 中 ，O@ 叫 作 极点 ， 射 线 Ox 叫 作 始 线 。OP 叫 作 
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P 的 动 径 ， 二 xop 叫 作 P 的 偏 角 , 动 径 OP 的 长 度 " 常 >0， 
偏 角 是 从 始 线 开始 道 时 针 方向 作为 它 的 正方 向 。 

现在 ， 如 果 取 极点 D 为 原点 ， 包 含 始 线 0x 的 直线 为 x 
轴 ， 象 图 17 那 样 把 它 看 作 直角 坐标 ， 利 用 直角 坐标 和 极 坐标 
之 间 的 三 角 比 ， 则 得 下 列 关系 。 


|x=rcose | r=y xz 十 7 x Ty 
|»=rsing | te 一 过 
从 前 面 的 (1 和 这 个 (2 所 学 得 的 事实 可 知 直线 上 点 的 位 


帝 可 用 作为 坐标 的 一 个 数 ( < 表示。 平面 上 点 的 位 置 ,无 论 直 
父 坐标 (4x, 和 ， 斜 交 坐 标 ( < 多 以 及 极 坐标 (nm 6) 都 是 用 两 
个 数 的 序 对 来 表示 。 同 理 ， 对 立体 的 ) 空间 内 的 点 P 如 果 
用 直 交 坐标 来 表示 时 ， 象 图 18 那 样 , 则 可 以 用 三 个 数 x, y, z 
的 数组 P(x, y, z) 来 表示 。 

上 面 的 事实 ,表示 了 直线 ， 
平面 和 (立体 的 ) 空间 在 广阔 方 
面 的 差别 ， 这 样 就 可 以 理解 在 
27 页 中 所 说 的 把 它们 叫 作 1 维 
空间 、2 维 空间 、3 维 空间 的 意 
义 。 因此 ， 坐 标的 思想 对 理解 
空间 是 很 重要 的 。 图 18 (立体 的 ) 空间 的 点 的 位 置 

以 后 除 特别 说 明 外 ， 都 将 在 平面 上 直 交 坐标 系 中 进行 叙 
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述 。 
〖 线 段 的 分 点 〗 ” 设 已 知 平面 上 两 点 A (a, DD ,B(c,d)， 
把 连接 这 两 点 的 线段 AB 
按 m:n 的 比分 割 的 分 点 为 
P(x, y) 时 ， 试 求 P 的 华 
标 x 和 了。 
对 于 x 坐标 和 坐标， Ee 
可 以 用 前 面 (1 ) 中 在 直线 人 
上 的 思想 方法 ; 从 图 19 可 知 图 19 线 有 AB 按 四 :mn 分 割 的 分 点 
Xx 坐标 是 AP :PB 二 GM:; MH 二 m:n 
因为 GM= x 一 a, MH=c 一 x， 则 x 一 aic 一 x 二 m:n 











y _ natmc 
所 以 XT min 


2》 坐标 是 AP: PB =KN: NL 二 m:n 
因为 KN= yp 一 b, NL = 4d 一 yp, 则 yp 一 b:d 一 y=min 
_ nb+md 
所 以 YT m+n 


p ( natmc, nb+ma 
mt+n mtn /。 


如 果 m*n>> 0 , 则 P 是 线段 AB 的 内 分 点 。 如 果 m*n < 0， 

则 P 是 AB 的 外 分 点 ,这 与 前 面 直线 上 情形 是 相同 的 ,特别 是 ， 

P 是 线段 AB 的 中 点 的 情形 ,因为 m 二 ,所 以 线段 的 中 点 为 
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从 而 





避 填 六， 让 及 胡 
P 和 ). 


〖 两 点 间 的 距离 】” 已 知 平面 上 有 两 点 A(2. 3)B(8,6)， 


» 














图 20 A 与 B 之 间 的 距离 图 21 两 点 间 的 距离 公式 

试 求 A 与 B 之 间 的 距离 ， 即 求 线段 AB 的 长 度 。 

如 图 20 左 图 ， 从 点 A,B 向 x 轴 ，y 轴 分 别 引 垂 线 , 设 它 
们 的 垂 足 各 为 G,H 及 K ,L ,延长 KA 与 HB， 交 点 为 M. 这 
时 ， 因 为 ZA MB 二 90”， 所 以 三 角形 A MB 是 直角 三 角形 ， 
对 这 个 直角 三 角形 ， 利 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 则 

AB:=A M’: +MB? 一 (8 一 2)2 十 (6 一 3)“ 
一 62 十 32 一 36 十 9 一 45 

从 而 AB 一 45 。 (这 个 V 配 也 可 以 写作 3W 5 )。 

这 个 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 思想 方法 无 论 A,8 在 平面 上 的 
什么 位 置 都 可 以 使 用 。 

在 图 20 的 右 图 中 ， 因为 
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AB 王 AM2 十 MB: 一 (一 3 一 5 ) 十 (6 一 2 )? 
一 82 十 42 一 64 十 16 一 80 
从 而 AB 一 V80 (这 个 V80 也 可 以 写作 4 V5 )。 
从 上 面 的 想法 可 知 ， 象 图 21 那 样 ， 一 般 的 两 点 A (a， 
5),B (c,d) 间 的 距离 由 下 面 公式 求 得 
AB 一 VCC 一 0)7 十 (Cd 一) 三 
上 面 ,(1) 中 是 关于 直线 上 点 的 坐标 , ( 2 ) 中 是 关于 平 
面 上 点 的 坐标 ， 对 它们 进行 了 阐述 。 
在 般 述 (1) 和 ( 2) 的 问题 之 间 ， 注 意 到 在 思想 方法 以 及 
其 它 问 题 都 有 相似 的 地 方 。 注 意 到 对 这 样 相似 的 地 方 加 以 考 
虑 时 ， 那 么 对 在 52 页 所 提 到 的 空间 点 的 坐标 也 就 可 以 推导 出 
来 , 从 而 也 可 以 推导 出 空间 直线 、 平 面 以 及 球面 等 等 的 方程 。 
但 有 关 这 些 内 容 在 这 本 书 中 将 不 进一步 论述 。 


§3 平面 上 的 直线 


在 这 里 ,将 利用 坐标 ,x，? 的 方程 表示 平面 上 各 种 位 置 的 
直线 ,研究 这 些 直线 的 位 置 关 系 以 及 与 直线 有 关 的 应 用 问题 。 


(1) 平面 上 的 直线 方程 
通过 两 点 的 直线 有 一 条 且 仅 有 一 条 ， 从 而 给 定 两 点 则 直 
线 完全 确定 的 问题 ， 从 前 面 的 空间 性 质 ( 卫 ) 已 经 知道 。 在 这 
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里 我 们 从 考察 过 两 点 的 直线 开始 。 

〖 过 两 点 的 直线 方程 | ”如 下 图 22， 设 直线 ! 通过 两 点 
A (2，4), B (7，8)。 现 在 在 1 上 任 取 一 点 P (x，y)，, 则 
和信 AHP 与 和 人 AKB 相似 。 即 AAHP 一 人 AKB。 因 为 两 个 相 
似 三 角形 的 对 应 边 的 边 长 成 比例 ， 所 以 


HP_KB 由 为 AH=x—2， HP =y-4; 
































AH K 
AK=7 一 2 ， KB 二 8 一 4 ， 所 以 上 式 成 为 
人 了 
To 学 即 J 
它 可 以 表示 为 下 列 的 某 一 个 形式 的 式 子 。 
4 志和 12 4 2 
y—4 5 (* 甸 35 .及 8 二 可 YX 类 生 二 站 六 
由 2 @ 
Pt 人 et Bla,d) 
a ie pla, y) Ala, bjB(c,b) 
HK Ie) pst 
二 一 0| 六 人 s 
磁 过 4 (2,4) 和 B (7,8) 过 4 (a,5b) 和 B (c,d) 平行 y 轴 的 平行 + 轴 的 < 
的 直线 的 坦 线 直线 直线 
图 22 图 23 图 24 图 25 


上 面 的 任何 一 个 方程 都 被 直线 / 上 的 任意 点 P(x，y) 
的 坐标 XxX， 上 所 满足 ， 把 它 称 之 为 过 两 点 A(2,1) 和 B (7,8) 
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的 直线 方程 。 
从 上 述 事 实 可 知 ， 一 般 地 ， 通 过 两 点 A( a, 已 ,B (c,d 

的 直线 ! (图 23) 的 方程 ， 当 

d—b 





a 二 CcC 时 为 P= Es (1) 
当 4 一 < 时 ,直线 1 上 所 有 点 的 x 坐标 都 是 a, 所 以 直线 / 
(图 24) 的 方程 为 区 一 加 (iiy 
特别 是 y 轴 的 方程 为 莹 一 0 (iii) 

又 ，4 二 以 时， 因为 直线 上 所 有 点 的 坐标 都 是 尺 ， 所 
以 直线 ! (图 25) 的 方程 为 y= bseeeeeeeeeeeeeeeeene。 dw 
特别 是 x 轴 的 方程 是 二 0 :eeseeeseeeeneensseeeesnnes (v) 


图 23, 也 就 是 关于 图 26 直 线 /上 两 点 A a, 6b),B (Gd)， 
把 x 坐标 差 AK (= c 一 4) 对于) 坐标 差 KB (二 4 一 5b) 的 


比 长 R-， 即 全 二 台 叫 作 直线 /的 斜率 。 这 个 直线 1 的 斜率 也 





NS B(02) 
NB(0， 








过 A (4,b),B (cd) x* 截 矩 为 9， y 堆 过 原点 0 和 A (3,2) 过 原点 O 和 A(a,*b 
点 8 0) 
的 直线 的 笠 率 为 4 少时 为 “的 直线 。 的 直线 2 





图 26 图 27 图 28 图 29 
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可 以 看 作 ， 当 x 轴 进行 单位 1 的 变动 时 ， 相 应 地 坐标 变化 

的 大 小 。 如 果 直线 / 与 * 轴 正方 向 的 夹 角 为 6 ， 风 在 直角 三 

角形 AKB 中 ， 因 为 

& 二 和 所 以 /的 斜率 也 可 以 是 tg 6。 
其 次 ,过 两 点 ACa，0，B (0,b) 的 直线 1! (图 27) 的 

方程 ,利用 (i) 式 ， 则 





tgb 一 


一 0 到 Py a 
上 一 0 二 0 二 a (x 一 4)。 把 它 整理 后 得 元 十 五 一 1 





(vi)。 这 个 直线 方程 中 的 a, 0 是 直线 ! 与 x 轴 交点 的 x 坐标， 
与 》 畏 交点 的 了 坐标 ， 各 称 之 为 ! 的 x 截 距 ，y 截 距 。 

例如 ， 过 点 A(3，0) 和 点 B (0，5) 的 直线 , 即 x 截 中 为 
3， 儿 截 距 为 5 的 直线 方程 为 本 十 二 一 1。 

〖 过 原点 的 直线 方程 】 当 提 到 过 两 个 点 的 直线 时 ， 考 虑 
其 中 一 个 点 是 原点 的 情形 。 

例如 ， 过 原点 (0，0) 和 点 A (3，2) 的 直线 ! ， 由 图 28 
可 知 ， 因 为 AOHP ww 和 OKA, 所 以 


HP _KA 
OH OK 7 和 





它 可 以 表示 为 ” y= 条 x 或 2x 一 37 一 0， 
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同样 ， 一 般 地 过 原点 DO(0，0) 和 点 ACa，z) 的 直线 / 
(图 29) 的 方程 为 


多 一 一 站 Cvii )。 


因为 这 条 直线 /的 斜率 为 如 ，， 设 这 个 斜率 名 = 加, 则 (Vi) 为 
yp = MX (Viii) ,从 方程 〈vii 以 及 (viij) 的 形 
状 可 知 ， 过 原点 的 直线 可 以 看 作 是 x ， ?成 比例 时 的 函数 图 
象 ， 这 时 的 比例 常数 看 作 直 线 的 斜率。 

〖 已 知 一 点 和 斜率 的 直线 方程 】 
过 点 A ( a， ), 斜 率 为 m 的 直线 
方程 ， 由 图 30 可 知 ， 在 人 AHP 中 ， 





因为 其 有 一 m， 所 以 之 三 =m， 





即 y 一 b=m(x—a) 
z 图 30 过 A (a ,5b ) 斜率 为 
0 (iX% mm 的 直线 
特别 是 ， 设 y 轴 的 截 距 为 4， 斜 率 为 m〈 即 过 点 B (0, 4) ， 
斜率 为 m 的 直线 ) 的 方程 ， 由 于 (ix) 中 4a=0,b 二 4d, 所 
以 =mx td (xX) 

〖 直线 和 一 次 方程 cx 十 by 十 c 一 0〗 直线 可 由 给 定 
两 点 或 一 点 以 及 它 的 斜率 完全 确定 。 

从 这 个 事实 出 发 ， 已 经 得 到 上 面 从 (i) 一 〈X) 的 各 
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种 形状 的 方程 所 确定 的 直线 。 把 这 些 方程 适当 变形 都 可 写成 
六 ， 上 的 次 方程 ax 十 by 十 c= 二 0 。 

反之 , Y, 的 一 次 方程 

ax 十 by 十 C 一 0 

如 果 瑟 圭 0 ， 则 可 写成 





一 一 全 x 一 条， 它 表示 在 








》 轴 的 截 距 为 一 所 〈 即 交点 





图 31 直线 ==ax+by+c =0 


B (0. 一 务 ) ， 斜 率 为 一 全 的 直线 ， 特 别 是 一 0 时 ， 则 
了 上 一 一 分 它 表 示 平 行 于 x 轴 的 直线 。 如 果 
=0， (ea 寺 0) 则 Ne 
它 表示 平行 于 轴 的 直线 。 
总 之 ， 上 面 的 关系 式 ax 十 by 十 c 二 0 可 以 表示 上 y 
二 mx 十 b',， x 二 a' 或 了 = 六 形 的 直线 。 
象 上 面 那样 ,利用 坐标 x, », 直线 1 可 以 用 ax 十 by 十 c 
三 0 形 的 一 次 方程 来 表示 。 又 ， 当 把 这 个 方程 看 作 x， 上 的 
条 件 式 时 ， 则 满足 这 个 条 件 的 点 P (x，y) 的 集合 构成 直 
线 7。 即 已 知 /={(x, yp)lax+by+c=0} 
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这 样 ， 应 用 坐标 x，y 时 ， 则 
直线 .…… 方程 x+ by 十 cc 二 0 
可 使 图 形 直 线 与 数 式 的 一 次 方程 之 问 巧妙 地 一 一 对 应 起 来 。 


(2 ) ”直线 的 位 置 关 系 

在 前 面 已 经 知道 ， 平 面 上 直线 方程 是 ax 十 5? 十 c 一 0， 
或 者 把 它 按 & 十 0， 一 0 变形 后 得 

少 一 mxX 十 六 或 者 区 二 人 (*) 
反之 ， 可 知 形 如 yy 三 mx 十 b' 或 者 x 二 a' 形 的 方程 (满足 它 
的 点 (x，y) 的 集合 ) 表示 直线 。 

〖 平 行 的 二 直线 〗 如 图 32， 若 直线 /22= mx 十 6 与 直线 
1: 三 m” x 十 b' 平 行 时 ， 因 为 /与 1 的 斜率 相等 ， 所 以 

Mm 二 m’。 反 之 如 果 m==m, 则 1/ 与 /' 平 行 。 














平行 二 直线 平行 y 轴 的 互相 季 直 的 - 平行 于 轴 的 
直线 二 直线 二 直线 
图 32 图 33 图 34 图 35 


又 如 图 33， 直 线 /: x= a 与 直线 / :x 一 a' 都 与 7 轴 平 
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行 ， 所 以 互相 平行 。 六 
例如 ， 因 为 二 直线 /: y=2 x 十 3 和 /1 ; y 二 2 x 一 1 的 斜率 


都 是 2 ， 所 以 平行 。 一 直线 1: x= 一 二 与 人 x 一 {都 与 ,外 


尝 行 & A 

【互相 垂直 的 二 直线 〗 二 直线 互相 垂直 时 , 可 就 着 直线 
的 方程 之 间 的 关系 来 研究 它们 。 

如 图 34， 设 直线 1: y= 二 mx 十 0 与 直线 一 mx 二 
互相 垂直 。 这 时 ,从 /与 /的 交点 A 向 x 轴 的 正方 向 引 长 度 为 
一 个 单位 的 线段 AH , 通过 H 象 图 34 那 样 作 图 , 引 与 AH 垂 真 
的 线 B C， 这 时 ， 在 ^B AH 与 ^AACH 中 


/AHB 一 ，CHA 王 907” ee (i) 
又 从 ZHB A+ ZHAB=90", ZHAB+ZHA C=90° 
两 式 得 ZHB A=AHAC (iiy 


从 (让, (ii) 得 ABAHm AACH. 











BH _AH m 1 二 a 
从 而 AH=CH 即 ] i 从 而 mm le 


又 ， 如 果 把 上 面 的 内 容 反 过 来 进行 考虑 ， 
当 m.m 一 一 1 时 ， 可 知 /与 了 是 互相 垂直 的 。 
其 次 ， 如 图 35， 因 为 如 果 一 条 直线 平行 于 x 轴 (或 
轴 ) ,与 它 垂直 的 另 一 直线 与 y 轴 (或 x 轴 ) 平行 ， 可 知 直线 
1 ;Xx 二 a 与 直线 1 : y= b 常 垂直 ; 
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〖 二 直线 的 交点 〗 现在 研究 两 条 直线 在 什么 情况 下 有 交 
点 ， 在 什么 情况 下 没有 交点 。 已 知 

直线 ! 可 以 写作 ，y=mmx 十 5 或 x=a， 

直线 /可 以 写作 ，y = 二 mx 十 或 xX 二 a 。 

这 时 ,研究 直线 ! 与 1 的 交点 ,可 以 转化 为 作为 点 集 的 占 
/的 公共 部 分 (交集) 的 问题 。 

例如 ，/={(x，y) | J 二 mx 十 b) 与 1 

三 {(x，y) | 2 一 mx 十 以 } 的 交点 的 集合 为 IN 7 

={1(x, py)| mxt+ byN(Cx, yly=m'xt b 

这 样 的 1 与 /的 组 合 , 是 作为 确定 点 集 ! 与 1 的 条 件 的 
方程 的 组 合 ， 可 由 下 列 4 种 联 立方 程 来 研究 。 

olormstyy yt 

人 关中 尖 © 4 De 

于 是 ， 关 于，@@，@@，@@ 各 种 情形 的 / 与 了 的 交点 的 
情况 ， 可 表示 如 图 36。 把 这 个 事实 归纳 起 来 ， 则 得 

@ 直线 /1: y= 二 mx 十 4 与 直线 /: y= 二 m x 十 8, 当 

(ji ) mMm 寺 m，” 时 交 于 1 点 。 

(这 ) 六 一 加 ， 寺 基 时 ， 无 交点 ( 与 了 平行 )。 

(iii) m 三 m ，b 二 b 时 ,有 无 穷 多 交点 (与 / 重合 )。 

@ 直线 1: y= 二 mx 十 6 与 直线 1: x= a 有 一 个 交点 。 
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@ 直线 /: x 二 4a 与 直线 1 :y= 二 mx 二 bH 有 一 个 交点 。 
由 直线 1 :x= 二 a 与 直线 / :x 二 a: 

(iD ” 当 a 寺 4 时， 无 交点 ( (与 1 平行 )。 

Cii) ” 当 a= a 时 ， 交 点 有 无 穷 多 个 〈 /与 重合) 




















Qo 则 36 二 直线 1，1 的 交点 

在 上 面 , 可 以 把 @ 与 @ 的 情形 放 在 一 起 来 考虑 ， 又 因为 
ii 与 @(ii) 的 情形 是 直线 /与 直线 (重合 的 特别 情形 ， 
所 以 直线 上 的 各 个 点 都 是 交点 (公共 点 ), 因 此， 交点 是 无 穷 
多 个 。 

但 是 ， 在 上 面 ， 是 以 二 直线 !/，/’ 的 交点 的 个 数 作 为 问 
题 来 研究 ,实际 上 , 为 了 求 交点 的 坐标 ， 象 81 页 所 说 的 那样 ， 
因为 是 考虑 作为 点 集 / 与 /的 公共 部 分 1n 了 的 元 素 ， 可 以 
由 同 页 的 ,@,@, @ 的 联 立 :方程 组 的 解 集合 来 求 得 。 
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以 上 面 的 事实 为 基础 ， 试 作 下 面 问题 。 

"山本 乘 摩 托 于 上 午 8 时 从 家 出 发 到 远离 30km 的 亲戚 家 
去 ， 上 午 9 时 半 到 达 。 次 日 上 午 9 时 从 亲戚 家 出 发 ， 走 来 时 
的 路 ， 上 午 11 时 到 家 。 去 和 回来 摩托 的 速度 都 分 别 按 规定 的 
速度 行进 。 这 样 ， 去 时 和 回来 时 ， 在 同一 时 间 是 否 通过 相同 
的 地 点 ? 4 

在 这 个 问题 中 ， 日 期 不 同 ， 但 说 在 同时 刻 经 过 相同 的 地 
点 ， 这 种 事情 是 可 能 的 吗 ? 

把 这 个 问题 用 图 象 来 考虑 。 将 时 间 (x ) 作 为 横 轴 , 从 家 出 
发 路 程 的 里 数 (yy) 为 纵 轴 , 这样 来 取 定 坐标 轴 。 设 出 发 时 的 家 
为 H ,亲戚 家 为 R ,第 二 天 的 家 为 H“ ,亲戚 家 为 R^, 在 同一 坐 
标 平面 上 表示 为 H (8,0),R (9.5,30) 而 R “(9,30),H’(11,0)。 
因为 摩托 的 速度 在 去 和 回来 时 都 有 各 自 的 规定 速度 ， 这 样 山 
本 的 动态 ， 在 图 象 中 ， 去 时 可 用 连接 H 与 R 的 直线 /， 回 来 
时 可 用 连接 R’ 与 H’ 的 线段 /' 表 示 。 于 是 可 知 ! 与 相交 。 它 





(km) 
R 
30- _R 
人 H (8,0), R (9.5;30) 
R'(9,30), H'(11,0) 

7 : y=20x—160 (8Sxs9.5) 
10 :y=—15x+165 (9gxg1l) 

5 - a Oe Ls 
0 1 2 名 7 





图 37 摩托 的 问题 
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们 的 交点 为 A， 是 图 37 中 的 / 与 1 的 联 立 方程 的 解 ， 得 
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A( 呈 -志和 从而， 如 果 在 9 时 17 二 分 从 家 走 到 -0 im 的 地 


点 ， 回 来 时 也 必 过 这 个 地 点 (上面 的 问题 是 ， 如 果 出 发 与 到 
达 时 刻 和 上 面相 同 ， 则 摩托 既 使 不 按 确定 速度 也 可 以 作为 拓 
扑 思 想 的 例子 而 这 样 说 )。， 


§4 以 直线 为 边界 的 平面 区 域 


(1) 分 数 大 小 的 比较 
【分 数 大 小 的 比较 〗 现在 考虑 "把 分 母 为 5 以 下 (包括 等 


于 5) 的 真 分 数 二 二 .号 工 . 生 汪 二 ,二 , 喇 , 井 按 从 小 到 大 


的 顺序 排列 这样 的 问题 。 怎 样 考虑 比较 好 ? 

例如 ， 

分 数 生 与 各 谁 大 ? 

在 比较 两 个 分 数 的 大 小 时 ， 有 各 种 方法 ， 下 面 的 方法 是 常用 
的 方法 。 

Q@” 变 成 小 数 后 再 进行 比较 

@” 先 遂 分 ， 然 后 再 比较 分 子 的 大 小 . 
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DS : eS 4 
由 @， 可 一 0.6666…… 一 0.6， 吾 一 0.8 
2 104 12 -| 
了 册 = 
由 四 ， 则 二 15'5 否 ' 都 是 了 < 


〖 用 直线 的 斜率 进行 比较 〗 因为 有 理 数 都 可 以 化 为 两 个 
整数 之 比 的 形式 ， 在 古代 希腊 人 重视 有 理 数 ， 这 已 经 在 7 页 
说 过 。 用 分 数 来 表示 是 表示 有 理 数 的 方法 之 一 。 






分 数 和 是 由 分 母 g 和 分 


| 于 5 两 个 事物 归纳 在 一 起 ， 
作 一 个 事物 来 表示 。 这 个 例 
子 就 是 其 中 的 一 个 , 象 这 样 ， 
把 几 个 事物 归纳 在 一 起 看 作 


一 个 事物 的 这 种 思想 方法 ， 
a 使 事物 简单 化 或 统一 ， 在 前 


面 已 经 说 过 ， 这 在 数学 中 是 很 重要 的 思想 方法 之 一 。 
在 平面 上 ， 把 以 x ,y 的 数 对 为 坐标 (x , y ) 看 作 是 表示 
一 个 点 的 位 置 ， 这 种 思想 方法 与 上 述 的 思想 方法 是 相同 的 。 


在 这 种 思想 指导 下 ,着 眼 于 分 数 委 是 由 a , b 所 组 成 的 ， 


设 把 分 数 么 表示 为 平面 上 坐标 (a , 5 7 那样 序 对 的 形式 。 于 是 ， 
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在 平面 上 ， 象 图 36 那 样 构成 平行 于 两 轴 的 直线 族 ， 可 知 这 些 
交点 的 坐标 ， 可 用 整数 对 来 表示 。 

这 样 ， 一 般 地 ， 坐 标 用 整数 对 所 表示 的 点 叫 作 格子 点 。 
下 面 怒 用 格子 点 来 表示 分 数 。 


设 分 数 色 的 分 母 4 为 x 坐标 ， 分 了 为》 坐标， 则 分 数 


号 局 可 分 别 用 点 A(3,2), 点 BL5, 4 来 表示 ( 疼 36)。 


现在 ， 因 为 过 原点 与 
点 A(3, 2) 的 直线 /的 斜率 为 





2 所 必 所 台 
与, 所 以 /的 方程 为 ?= 与 x， 


又 因为 过 原点 D 与 点 B (5,4) 





的 直线 /的 斜率 为 全 ， 所 以 





4 图 37 当 直 线 1 旋转 时 ，/ 与 格子 点 ， 
的 方程 为 = *: 相遇 的 顺序 ? 


这 时 分 数 号 与 呈 的 大 小 可 通过 直线 ! 与 直线 "的 斜率 的 
大 小 来 比较 
即 ， 当 固定 * 坐标 时 ， 例 如 取 x 一 1 时 ,通过 / 与 直线 


在 x 二 1 上 谁 有 较 大 的 > 坐标， 即 可 知 分 数 的 大 小 ; 
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从 这 个 观点 出 发 ， 对 若干 个 正 分 数 的 大 小 的 比较 ， 可 以 
把 过 原点 口 的 直线 ， 从 立轴 开始 ， 以 D 为 中 心 ， 使 其 斜率 逐 
渐 增 大 而 逆 时 针 旋 转 时 ， 可 知 这 个 直线 先 遇 到 用 格子 点 所 表 
示 的 分 数 比 后 遇 到 用 格子 点 所 表示 的 分 数 小 。 

因此 ， 在 本 节 开 始 时 提出 的 问题 中 的 分 数 ， 由 37 图 可 知 


a ws 
5 和 -和 这 4 丸 “时 汪 3 


在 上 面 只 是 就 着 分 母 为 5 的 正 真 分 数 作 了 研究 。 试 对 分 
母 是 7 时 ， 仿 上 述 情形 列 出 其 真 分 数 。 

现在 ,在 上 五 (* ) 那 样 按 大 小 顺序 排列 的 分 数 中 , 任 取 相 
邻 二 分 数 , 则 (第 一 个 分 数 的 分 母 ; x (第 二 个 分 数 的 分 子 一 
《第 二 个 分 数 的 分 母 ; x (第 一 个 分 数 的 分 子 ) 的 结果 恒 相 等 。 
这 是 为 什么 ? 








(2 ) 以 直线 为 边界 的 区 域 
〖 由 直线 划分 的 正 区 域 、 负 区 域 】 关于 委 < 各 的 分 数 的 


大 小 关系 ,在 前 面 已 经 利用 直线 的 斜率 进行 了 研究 。 那 时 ,在 
图 36 中 点 B (5,4) 在 直线 一 持 x 的 上 方 。 

但 是 ， 如 果 把 点 8 (5,4) 的 x 坐 标 5 和 了 坐标 4 分 别 代入 直 
线 /的 方程 的 右边 项 等 x 的 x 与 左边 项 》， 且 比较 大 小 时 ， 
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则 4 > 全 X 了 
这 个 事实 是 当 x 一 5 时 , 即 在 直线 < 一 5 上 ,点 B 的 ?坐标 4 
比 直线 /上 的 举 标 弛 x5 大 ,从 而 表示 点 B 在/ 的 上 方 ， 同 


理 ,不 仅 对 x = 5 这 样 的 直线 ， 就 是 对 所 有 平行 于 y 轴 的 直 
线 都 可 以 这 样 说 。 


即 ， 对 于 直线 1: 一 全 < ,点 Pta,b) 在 / 的 上 广 
时 ， 则 必 是 5 > 子 4。 反 之 ,满足 b x 邹 4 的 a, 为 从 标的 
点 Pea,b 0 在 直线 1: 人 的 上 方 。 从 而 满足 

y > 号 x 的 点 的 集合 
9 
*={ (x, yy | 了 >5x} 


象 图 34 那样 ， 它 表示 在 直线 1: ， 一 号 x 的 上 方 的 作为 部 分 


平面 的 开 半 平 面 。 
直线 把 平面 剖 分 为 两 个 部 分 的 事实 在 前 面 已 经 说 过 ,由 
直线 曾 分 的 平面 的 这 两 个 部 分 叫 作 半 平面 ， 但 所 谓 开 半 平 面 
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的 开 字 意味 着 不 含有 作为 边界 直线 上 的 点 。 而 如 果 包 含 边界 
直线 上 的 点 时 , 则 叫 作 闭 半 平 面 -图 39 的 D+ 二 { (x，y) | 
》 产 0} 表 示 由 x 轴 以 及 x 轴 上 方 的 点 所 构成 的 闭 半 平面 
平面 上 一 个 确定 的 部 分 叫 作 区 域 , 象 上 面 D* 那样 ,对 于 
2 


相同 的 x 学 标 ,具有 比 直线 1 : 一 汪 


x 大 的 ”坐标 的 点 的 集 


合 构 成 的 部 分 叫 作 直线 1 的 正 区 域 .D+ =={ (x, | 二 号 
叫 作 /的 负 区 域 

即 ， 直 线 / : 》 一 号 x 是 把 平面 分 为 正 区 域 和 负 区 域 的 
边界 











po* 
0 
和 
图 38 D* 是 1 的 正 区 域 图 39 D'={C, WIy = 人 
D。. 是 7 的 负 区 域 i 
[线性 规划 的 问题 〗 在 这 里 ， 要 研究 以 若干 办 肖 线 为 边 
界 的 区 域 的 有 关 问 题 ， 


?在 某 工 厂 中 生产 X ,Y 两 种 产品 ， 无 论 那 种 产品 都 必需 
用 两 种 材料 A 和 B 。 生 产 一 个 X 需 要 A 为 20 公 斤 ，B 为 10 公 
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2 i 
KR 4 机 | 


斤 ， 生 产 一 个 站 需要 A 为 10 公 斤 ，B 为 30 公 斤 。 但 是 这 个 工 
厂 每 天 只 许 使 用 A 为 1000 公斤 ，B 为 1500 公斤 。 而 产品 
. 的 利润 是 生产 一 个 X 是 6000 日 元 ,生产 一 个 Y 是 9000 日 元 
| 时 ， 试 求 一 天 生产 的 X 和 Y 各 多 少 能 使 总 利润 最 大 1 

| 把 这 个 问题 的 已 知事 实 
概括 起 来 列 成 下 表 。 如 果 一 
| 天 生产 x 个 X, 生 产 上 个 Y， 
| 因为 x 之 0 ,y 之 0, 而 且 材 
料 受到 限制 ， 它 们 之 间 的 关 
| 系 式 如 (i),(iD(iiD，(iv)。 
| XiD0ooooeoo (Ci) 


过 阴影 部 分 以 一 忆 为 射 率 的 直线 


村 少 有 PP 0. (ii) 在 上 轴 截 矩 最 大 的 是 ? 
20x 十 10y 和 1000…(iii) 元 
10x+30y <1500 Ee 
es (iw A | 20ke| 10keli000ke 
问题 是 求 出 同时 满足 ( i )， | 
(iD, (GiD,(C iv) 的 x,y， 6000 出 |9000 
而 且 使 利润 
P =6000x 十 9000y 
最 大 的 整数 xX，y。 
由 (i),Di=={(x，y)| x 之 0 是 y 轴 和 y 轴 右 侧 的 点 
的 集合 。 
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由 (ii ),Dz={(x,y )|y 之 0) 是 x 轴 和 x 轴 上 方 的 点 的 
集合 5 

由 “iii),Ds:=((x，y)|20x 十 10y 三 1000) 是 直线 
1 : 20x 十 10y 二 1000 和 它 下 方 的 点 的 集合 。 

由 (iv),Ds=={(x，y) |10x 十 30y 1500》 是 直线 
mm ; 10x 十 30y 二 1500 和 它 下 方 的 点 的 集合 。 

那么 ， 同 时 满足 联 立 不 等 式 (i )，(ii) ，(iii), (iv) 的 
XxX， 上 少 为 举 标的 点 (x， 上 ) 的 集合 ， 都 必须 包含 在 四 个 集合 
的 任何 一 个 当中 ， 就 是 求 这 四 个 集合 的 公共 部 分 (交集 ) D1 几 
D2:n Ds ND, (图 40 的 四 边 形 的 涂 黑 部 分 )。 

这 时 ， 可 由 直线 ! : 20x 十 10y = 二 1000 和 直线 m : 10 x 
十 30y 三 1500 与 坐标 轴 的 交点 以 及 ! 与 mm 的 交点 ， 知 道 共同 
部 分 的 顶点 为 @(0, 0)， Ad50, 0) ， E(30，40)， 
D (0, 50)。 

而 利润 的 关系 式 P 一 6000 x +9000 可 以 看 作 是 wy 省 
的 一 次 方程 ， 它 的 图 象 是 直线 ， 把 这 个 式 子 改写 为 


攻 P 
J 5 x 十 8000 
或 者 


[4 
一 3 x+8000 ， 
人 在 ， 轴 上 的 截 距 为 57 的 直线 。 为 
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了 求 出 同时 满足 四 个 不 等 式 ( i), CiD,(C iiD,(iy) 的 x,，y 
而 且 使 利润 P 最 大 ， 只 须 求 出 通过 共同 部 分 DiND; nN Ds nD， 


而 且 斜 率 为 一 的 直线 中 在 ， 轴 上 的 截 虐 8007 最 大 即 可 (这 


时 P 就 最 大 ), 因 为 这 条 直线 过 点 E (30，40)， 所 以 x 一 30， 
二 40 就 是 所 求 的 个 数 。 

到 现在 为 止 ， 通 过 2，3 个 例子 可 以 看 到 ， 以 满足 一 次 不 
等 式 或 一 些 联 立 一 次 不 等 式 的 XxX， 上 为 坐标 的 点 P(x，y) 
的 集合 ， 构 成 半 平 面 或 半 平 面 的 公共 部 分 的 多 边 形 区 域 。 

这 些 区 域 ,从 直观 上 看 它 不 是 凹 的 , 其 中 任意 两 点 所 连接 
线段 常 包 含 在 这 个 区 域内 ， 这 样 的 区 域 叫 作 凸 集 或 号 区 域 。 

包括 其 内 侧 在 内 的 三 角形 ， 和 矩形 ， 圆 以 及 椭圆 的 区 域 都 
是 凸 集 的 例子 。 

象 上 面 的 工厂 问题 的 例子 那样 ， 在 满足 一 些 一 次 不 等 式 
的 范围 内 求 某 一 次 式 〈 线 性 函数 ) 的 最 大 或 最 小 值 的 问题 叫 
作 线 性 规划 的 问题 。 线 性 规划 作为 实际 问题 ， 在 工厂 ， 社 会 
以 及 各 个 部 门 常 被 使 用 。 要 注意 凸 集合 的 顶点 常 被 取 作 这 样 
线性 规划 中 一 次 式 〈 线 性 函数 ) 的 最 大 或 最 小 值 。 


§5 加 


如 第 10 页 的 图 19 所 表示 的 ， 直 圆锥 用 平面 来 截 ， 其 截 口 
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所 表示 的 曲线 叫 作 圆锥 曲线 或 二 次 曲线 。 
在 下 面 要 讨论 其 中 的 圆 和 它 的 方程 。 


(1) 圆 的 方程 

〖 圆 的 方程 】 ” 圆 可 以 看 作 是 与 一 定点 具有 一 定 距离 的 
点 的 集合 。 这 时 ， 把 定点 叫 作 圆 的 圆心 ， 定 距离 叫 作 这 个 圆 
“ 的 半径 。 

如 图 41， 设 以 原点 D 为 圆心 ， 半 径 为 2 的 圆 c， 若 圆 < 
上 的 任意 点 为 P(x，y) 时 ， 因 为 OP 一 2 ， 所 以 


M(X 一 0)2 十 (》 一 0)2 一 2 


即 wVxr2 十 ?2 一 2 


将 这 个 式 子 两 边 平方 得 

Xty ?=22.01) 
加 必 上 任何 虞 BC# 区 前 

Ey = 坐标 x， ?都 满足 Ci ), 反 之 ， 

满足 (i) 的 x, 了 为 坐标 的 点 P (<,y)) 与 原点 O 的 距离 都 等 
于 2 ， 因 此 ， 可 以 说 (i ) 是 圆 c 的 方程 。 

从 上 面 事实 可 知 ,一 般 地 以 原点 D 为 圆心 ,以 r(r> 0) 
为 半径 的 圆 的 方程 用 下 面 (ii) 式 来 表示 (图 42)。 











在 下 面 求 以 点 A (2，1) 为 圆心 ， 半 径 为 3 的 圆 (图 43) 
的 方程 











图 43 ee 1) 图 44 (z 一 az+(? 一 bp 图 45 辆 <: 2 十 yz 一 3 
的 内 侧 与 外 侧 


设 这 个 加 c 上 任意 点 为 P CX， y) 因 为 AP 一 3, 所 以 

~ Wx-2) ty 1) =3 
将 上 式 两 边 平方 ， 去 掉 Y” 则 得 

YX 一 2)2 十 (一 1)2 一 32 mesealisedes doe en (iii) 
(ii 是 以 A (2，1) 为 圆心 ， 以 3 为 半径 的 圆 c 的 方程 。 

一 般 地 ， 以 点 ACa ，2 ) 为 圆心 ， 以 ”Cr > 0 ) 为 半径 
的 圆 的 方程 为 


(XxX—a):+ Cy— bb) =r (iW 
在 这 里 ， 将 (iii) 的 平方 项 展开 ， 去掉 括 弧 则 得 
X 2 十》2 一 4 一 2 一 4 二 0 《iii 


同样 ， 去 掉 (iv) 的 括 弧 ， 则 得 
x?:+y?—2ax—2by+a?*+b?—r’=0 (vi)', 
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到 现在 为 止 ， 从 所 列举 的 圆 的 方程 (i ), (iiD, (iii), (iv) 中， 
值得 注意 的 是 圆 的 方程 是 否 存在 一 些 共 同 的 特征 ? 

作为 圆 的 方程 的 特征 是 

:是 x，y 的 二 次 方程 ， 

"x 和) ?项 的 系数 相同 ， 

"无 xy 项 。 

〖 圆 的 内 侧 与 外 侧 】 ”现在 ， 考 虑 象 图 45 那 样 的 以 原点 
口 为 圆心 ， 以 3 为 半径 的 圆 C， 这 个 圆 C 的 方程 为 

x? Fy* = 3 

现在 ， 在 这 个 圆 c 的 内 侧 任 取 一 点 Q(a，4b) 时 ,OQ 
<3， 从 而 0Q: <3?, 所 以 a? 十 b” <3 反之, 如果 有 
Qa? 十 b? 之 3 的 点 Qa，4b)， 则 必 是 OQ < 3 ， 可 知 它 
在 圆 c 的 内 侧 ， 所 以 圆 c 的 内 侧 可 以 用 {(x, | x? 十 py? 
< 3 来 表示 。 

同 理 , 取 这 个 圆 c 的 外 侧 的 点 RCc ，4), 则 OR > 3， 
从 而 由 DR2: >3: 得 c2 二 4d2: >32% 所 以 圆 c 的 外 侧 可 以 用 
{((xz，y)|x2 十 2 > 3’) 表示 。 

直线 把 平面 前 分 为 两 个 部 分 ， 圆 也 把 平面 前 分 为 两 个 部 
分 ， 它 的 边界 是 圆周 。 象 圆周 那样 ， 从 某 点 出 发 ， 中 途 自身 
并 不 相交 而 再 回 到 出 发 点 的 这 种 曲线 〈 这 种 曲线 叫 作 单 一 曲 
线 ) 把 平面 剖 分 成 两 个 部 分 ， 这 种 性 质 是 很 重要 的 。 
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“2) 圆 与 直线 的 交点 

关于 圆 与 直线 的 交点 ， 利 用 它们 的 方程 来 研究 。 

如 图 46， 设 有 以 点 A (3，0) 为 圆心 , 以 4 为 半径 的 圆 c。 
试 求 这 个 圆 “ 与 直线 / : y 三 2 的 交点 。 因 为 圆 c 的 方程 为 
《人 
以 ， 联 立方 程 ， 


的 解 就 给 出 圆 c 与 直线 /的 交点 的 坐标 ,在 这 里 将 @ 代 入 中 ， 
则 得 





(x—3)*+2° 一 42， 

pe ed 
即 (x 一 3)? 二 12,。 ”从 而 

一 人 $ 二 二 /了 2 三 土 和 3 
因此 ， x=3 十 2W3 
和 x=3 一 2V3 。 





图 46 团 c: (Cr 一 3)2 二 2 一 业 与 


因为 y= 二 2 ， 所 以 交点 为 直线 的 交点 
B (3 +2VY3 ,2) 和 和 CC3 一 2/3 ,2 ) 两 点 。 


其 次 ， 为 求 圆 c 与 直线 m : y= 二 4 ”的 交点 ， 只 须 求 


de a @ 
PE ET 二 


的 解 就 可 以 ， 将 加 代入 中 计算 后 得 
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CX 一 3 一 0 从 而 得 x 一 3 , 若 》 一 4， 圆 < 与 
直线 m 只 交 于 一 点 M(3，4)。 实 际 上 ,这 时 直线 m 与 加 c 的 半 
径 AM 在 点 NM 垂直 ， 因 此 ， 六 成 为 在 点 M 与 圆 < 相 切 的 


切线 。 
那么 ， 圆 “ 与 直线 n : 二 5 的 交点 如 何 ? 交点 可 通过 


解 联 立 方程 


os 人 
一 © 

来 求 ， 将 加 代入 中 进行 计算 ， 则 得 
(XO—3) = 


对 这 个 式 中 的 x 不 论 代 入 什么 实数 , 它 的 左边 都 不 能 是 负 值 ， 
因此 ， 无 实数 可 使 @ 式 成 立 。 换 句 话说 ， 就 是 OD 与 加 无 解 。 

因此 ， 圆 c 与 直线 不 存在 交点 。 - 

如 图 46， 点 L (3，2) 因 为 (3 一 3)2 十 22 < 43 所 以 在 
圆 c 的 内 侧 。 而 点 M(3，4) ,因为 (3 一 3 )2 十 42 一 43 所 以 
在 圆周 c 上 。 点 NC(3，5), 因 为 (3 一 3)? 十 5? > 43 所 以 点 
N 在 圆 的 外 侧 。 而 且 由 AL 上 /1/,AM1lm，ANJl nn 可 知 ， 
一 般 地 ， 设 从 圆 c 的 圆心 到 一 直线 的 距离 为 4 时 ， 可 知 圆 与 
直线 的 交点 个 数 是 当 d < + 时 有 两 个 ， 当 4d 二 + 时 一 个 ， 当 
二 rr 时 无 交点 (0 个 )。 


(3) 圆 的 切线 
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图 47 的 圆 c : x? 十 2 一 53 通过 点 A(3，4) 。 试 求 圆 
c 在 点 A 的 切线 ! 的 方程 。 

因为 /在 点 A 与 半径 OA 垂直 ， 则 / 的 斜率 可 通过 OA 
的 斜率 来 求 出 。 

因为 OA 的 斜率 为 4/3， 
所 以 从 62 页 的 事实 则 得 /的 





射 率 为 一 。 又 因为 /通过 
点 A， 所 以 切线 /的 方程 为 





过 点 A(3，4) 且 斜率 为 -全 


图 47 图 c: xz 十 图 48 网 c :二 十 
的 直线 ， 即 三 5 的 切线 六 = 一 的 切线 


yp 一 4 一- 卫 (x 一 3) 即 一 -了 x+ 吕 


一 般 地 求 在 以 原点 9 为 圆心, 半径 为 /的 加 ce : xz 十 y 
= 性 上 某 点 ACa， 0 处 ， 贺 < 的 切线 / 的 方程 如 下 
在 图 18 中， 切线 /与 OA 垂直 ， 因 为 OA 的 斜率 为 公 ， 


所 以 / 的 斜率 为 一 和 ， 又 因为 1 过 点 ALa，b)， 所 以 1 的 
方程 为 


次 
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去 掉 分 母 得 

2 一 02 一 一 4X 十 Q@2 
即 ax+bhy=a?’*+b? 
在 这 里 ， 因 为 点 A(a，b) 在 圆 c 上 , 即 a?* 十 b? 二 r?3 从 
而 ， 切 线 1 的 方程 为 

ax 十 5 一 re 

在 上 面 如 果 a = 二 0 和 4 二 0 时， 切线 必须 通过 其 它 的 方 

法 来 求 ， 在 这 种 情形 下 ， 它 的 结果 也 是 方程 四 的 形式 。 
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(1) 向 量 

【〖 向量 和 它 的 图 示 〗 ”在 海上 ， 开 始 在 位 置 A 的 船 经 过 
一 分 钟 后 移动 到 位 置 B ， 这 个 船 的 位 置 变化 可 以 用 方向 为 从 
A 到 B 的 有 向 线段 AB 来 表示 。 即 ,用 有 向 线段 AB 的 方向 和 
长 度 表 示 位 置 变 化 的 方向 和 大 小 。 对 于 有 向 线段 AB ，A 叫 
作 AB 的 始点 ，B 叫 作 AB 的 终点 。 


以 下 ， 主 要 叙述 平面 上 oA 
的 情形 。 了 
因为 有 向 线段 以 哪 一 点 | /~ 
A /CC 


作为 始点 都 可 以 ， 所 以 两 个 
有 向 线段 AB 与 CD ， 只 要 图 ! 有 向 线 有 AE 。 图 2 AB-CD 
它们 的 长 度 和 方向 分 别 相同 就 叫 作 相 等 ， 用 AB = CD 来 表 
示 。 因 此 ， 与 AB 相等 的 有 向 线段 表示 相同 向 量 。 把 这 些 有 
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向 线段 所 表示 的 向 量 表示 为 ,写作 AB =4 , 叫 作 向 量 AB 
或 向 量 4 。 这 时 ,线段 AB 的 长 度 叫 作 向 量 AB 或 向 量 a 的 大 
小 , 用 |AB | 或 |a | 表示 ; 特别 是 大 小 是 1 的 向 量 叫 作 单 位 
向 量 。 向 量 的 始点 与 终点 相 重 时 , 它 的 大 小 为 0 而 成 为 一 点 ， 
但 是 这 也 是 向 量 的 特殊 情形 ， 把 它 叫 作 零 向 量 用 6 来 表示 。 
【向 量 的 加 法 “向 量 的 数量 倍 〗 对 于 两 个 向 量 a ,5 ， 
从 点 A 象 图 3 那样 取 点 B ，C 
时 ， 则 CC 二 ACm 作 2 与 的 
和 , 用 己 =a + 表示 。 不 论 
对 任何 向 量 z 都 有 a 十 =a 
的 关系 。 
其 次 , k 是 数 ， 当 k > 0 
图 3 Z=345 图 4 了 =23， ”时 ， 对 于 向 量 k # ， 则 与 具 
<=- 雪 4 ”有 相同 方向 而 大 小 为 它 的 k 倍 
的 向 量 扩 叫 作 a 的 k 倍 ， 写 作 修 一 上 。 与 a 的 方向 相反 而 
大 小 为 它 的 k 倍 的 向 量 忆 叫 作 2 的 一 k 倍 ,写作 忆 = 一 k 5 。 











图 4 的 了 是 28 ， 忆 是 -十 a。 


对 任何 向 量 a ， 我 们 规定 0a = 人 6， 这 时 ， 对 任意 的 数 
不， 大 a 是 有 意义 的 ， 特 别 是 (一 1) a 写作 一 a 。 
又 , 定义 人 十 (一 六) = 一人。 
象 上 面 那样 ， 定 义 了 向 量 的 加 法 和 向 量 的 数量 倍 ， 关 于 
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加 法 和 数量 倍 具有 下 列 性 质 成 立 。 (以 下 全 ,全 ， 忆 表示 向 
量 ，A 严 表 示 数 ) 











图 5 4+8 图 6 (4d46)4c 图 7 2+(-4) 外 8 2(3+6) 


= 下 + 了 = 了 HR+C) =0 =22+26 

1) 下 + 做 = 人 十 人 (交换 律 ) (图 5) 

—» 一 上 1 
2) +b) +c = 十 (b+c ) (结合 律 )( 图 6) 
3) f+0O=7 : 
4) + (a) = 车 (图 7) 
5 pA 
9) la =a 

汪汪 = 


7) k (a + )=ka +kB (图 8 是 k = 2 的 情形 ) 
8) kima) = (km) a 


(2) ”向 量 图 

【向 量 图 的 性 质 〗 应 用 以 前 的 内 容 ， 可 以 导出 关于 向 
量 的 数量 倍 ( 伸 缩 ) 以 及 与 向 量 和 有 关 的 向 量 图 的 一 些 性 质 。 
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象 图 9 那样 ,已 知 向 量 a， ,和 数 k, msn 时 , 则 可 求 
得 下 列 向 量 ; 

® T=ABMmE IAB|: [AD|=1:k, NMAD=k7 

@ 4=AB ,如果 |AD|: |DB |=m:n 时 ， 





因为 IAD |: |AB |=m: m+n 则 AD = 坟 邹 za 
回 “在 三 角形 ABC 中, 设 AB =C，AC=B， 则 
BC=6 9 
@ 在 三 角形 ABC 中， 设 AB =c ，AC= 太 ,在 
C 上 的 点 为 D ， 如 果 B D : D c 一 a 
_ 
m+m a 





因为 由 国 知 8C = 一 c ,由 @ 知 BD = 友人 (5 一) 


m Bo)= nc +mb” 
+n m+n . 





又 AD=AB +BD=c + 
特别 是 ， 如 果 这 个 式 子 的 罗 三 n 时 ， 则 D 是 B C 的 中 点 ， 而 





"名 ”在 三 角形 AB C 中 ,如 果 AB =c ,BC 一 ，CA 
= 万 ， 则 a + 二 c 二 0 因为 a 了 + 
=BCICA+AB =BA+AB——AB +AB = 





二 


@ 设 A (二 0),8 0B 二 0) 不 平行 ,如 果 ma 十 n 六 
=0,， 则 m= 二 nn = 二 0。 

















图 9 向 量 图 的 性 质 


这 是 因为 ， 当 与 5 不 平行 时 ， 则 对 任意 向 量 c ， 可 以 
选取 适当 的 数 m，n ， 使 二 ma 十 n 避 成 立 ， 日 也 可 以 表 
未 为 0= 0 他 十 0 信 ， 这 时 由 = 一刀 一 0。 

这 是 因为 ， 如 果 关 = 0 , 二 0. 则 m=0 ,nn 六 二 人 
所 以 全 +np 寺 0。 美 于 m 寺 0 ,由 三 0 也 同样 是 EE 由 于 mm 如 
0,n Py 一 人 ,结果 六 他 In 信 二 台 .如 果 大 二 0 ,nn 寺 0， 
则 疡 下 二 上， 估计 各 ， 因 为 全 与 大 不 平行 ， 不 可 能 几 人 
二 一 nn , 即 m@ + 广 二 6 不成立， 即 m 二 有 pe 

在 这 里 给 出 两 个 应 用 向 量 的 例子 。 

1 在 三 角形 A,B ,C 中 , 设 BC=4 ,CA=D ,AB = ， 
这 个 三 角形 的 重心 为 G。 

(i) 将 AG 用 a 户 ,c 表示 出 来 
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六 i > 
(ii) 证 明 AG+8G+CG=0， 











图 10 三 角形 ABC 图 11 三 角形 ABC 图 12 与 平行 图 13 过 A.B 

的 重心 的 重心 的 直线 的 直线 7 

如 图 10， 因 三 角形 AB C 的 重心 G， 是 三 条 中 线 AL ， 
B M，C N 的 交点 ， 而 且 是 从 各 顶点 开始 将 各 中 线 按 2 .1 
内 分 的 分 点 。 

于 是 ,因为 (i) 是 在 AL 上 , |AG|: GL |=2:1,， 


所 以 由 104 页 的 四 可 知 ,AG 一 了 2 [AT 一 可 2 .2 人 





ep 
Ts 
( 御 ) 由 (i) 已 知人 全 = 人 和， 同 理 B G= 和 45， 
GE= 人 34。 
因此 ， 
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AG+B G+1CGO= 514 3 + 3 一。 


设 三 角形 AB Cc 的 重心 为 G 时 ， 对 任意 的 点 D， 试 证 明 





O06=§ (OA+OB HOC)。， 


由 图 11 可 知 OL = 十 (OB +0C), 在 AL 上 ASGI1GD 


一 2 ;1 ， 所 以 在 三 角形 A OL 中 





606=— QA+? "0 $0OR+2 .0oU) 








= (OA +2: 吉 (OF +0C))=(OR+OB +OC). 
〖 直 线 的 向 量 方程 〗 ”在 这 里 , 试 利用 向 量 来 表示 直线 。 
求 过 点 A 且 平行 于 向 量 玉 的 直线 1 。 
如 图 12， 在 1 上 任 取 一 点 P ， 则 及 人 允 一 上 下， 如 果 k 取 
各 种 值 , 则 P 在 ! 上 移动 ,现在 如 果 取 以 © 为 始点 的 向 量 OA 
= ，OP = 玉 ， 则 
P=OP=OA+AP = +KkDb pe (i) 
从 而 ,直线 1 可 表示 为 P=9 +k 太 。 
其 次 ， 求 过 两 个 点 A ，B 的 直线 1 。 
如 图 13， 设 在 1 上 任 取 一 点 P ， 设 以 点 O 为 始点 的 向 量 
为 OA 4 ，OP 一 全 。 与 上 面 作 过 的 一 样 ， 因 为 太 信 
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一 大 AB =k ne 
所 以 

p=OP =OA+k AB = +k (— 
从 而， 直线 1 为 


mr HE 
hs Ciiy 
或 者 表示 为 廊 = (1 一 k ) 人 上 大 大 


§ 2 向量 的 分 量 


(1) 向 量 的 分 量 

在 前 面 已 经 说 过 , 在 平面 上 利用 不 平行 的 两 个 向 量 # (2 
二 00),P (二 06), 对 任何 向 量 c 都 可 以 表示 成 为 0 二 mm 
+ 太 形 状 。 这 时 m 叫 作 关于 的 分 量 ，n 叫 作 忆 关于 信 
的 分 量 。 

在 这 里 ， 为 使 向 量 的 表示 与 坐标 联系 起 来 ， 因 此 把 向 量 
放 在 坐标 面 上 来 考虑 。 

在 坐标 平面 上 ， 对 于 以 点 P 《Pi ， 户 ) 为 始点 ， 以 点 Q 
(941， 匈 ) 为 终点 的 向 量 P @， 如 果 设 qi 一 pi 二 1， 
一 所 三 ww 了 时， 则 把 qt ，4z 的 序 对 at，4:)〉 叫 作 向 量 P 人 
的 分 量 ， 用 P= (al，as) 表示 ,qi 叫 作 Pp G 的 X 分量 
届 叫 作 p GQ 的 Y 分 量 , 这 时 ,以 原点 O 为 始点 ,点 A (4a1，as) 
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为 终点 的 向 量 为 = 品 人 时 ， 则 点 A 的 坐标 照样 是 向 量 父 的 
分 量 ， 这 是 很 方便 的 。 
这 样 的 以 原点 为 始 的 向 量 叫 作 位 置 向 量 。 利 用 这 个 位 置 
向 量 , 因 为 平面 上 的 点 与 位 置 向 量 一 一 对 应 所 以 是 比较 方便 。 
从 图 14 可 知 ， 相 等 向 量 它 
们 的 分 量 相 等 ， 反 之 ， 分 量 相 
等 的 向 量 也 相等 ， 所 以 当 
人 一 (ai, ga) ib = (6, b2) 


时 ， 则 人 下 一 做 =a 一 太 ，as 图 14 向 量 的 分 量 

















图 15 ， 台 2， 有 ,人 的 分 量 为 ? 图 16 2=a? +a? 
在 图 15 中 ,因为 = (3,2),c = (3,2), 所 以 a = 。 
上 面 用 分 量 表示 向 量 的 方法 是 象 图 16 那 样 ， 在 两 坐标 轴 
上 取 单 位 向 量 让, 广 , 则 二 (al, az) 表示 成 @ 二 a 六 +az 广 
所 以 a ，a; 分 别 是 9 对 于 7 六， 广 的 分 量 。 因 此 ， 就 容易 理解 
a1，az 是 向 量 a 的 x 分 量 ，y 分量 的 意义 。 
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(2) 分 量 表示 

〖 向 量 的 和 、 数 量 倍 、 大 小 的 分 量 表示 〗 如 果 a 
二 (aq1，as) ,二 (b1，b2) 而 且 k 是 数 , 则 在 § 1 中 所 作 的 向 
量 和 ， 数 量 倍 和 大 小 可 用 分 量 表示 如 下 : 








B(b1.b)| 








图 17 2+6 图 18 hz ”图 19 1al, IEGi 图 20 
BnetmD 

m+n 

a +B : (a, az) + bi, bz) 一 (ai 十 bi， az 十 b2) (图 17) 

ka i:k (a, a) 一 (Ka k a) (图 18) 

lal:lal = vaffas (图 19) 

特别 是 ,如 果 P (pi ,pz),Q (91，92); 则 P Q= (qi 一 p2， 
qz 一 Pz), 所 以 lpP |=WVgi 一 p) ?Cgz 一 pa)” (图 19) 

例如 在 图 15 中 

a = =0,2),8=(,—3),7 =(-2,6),0 =(—3,-2) 
所 以 他 十 下 一 G 二 1,2 一 3) = 二 4, 一 DD), 二 一 2(1, 一 3) 二 一 2 扩 


a=c-ola le vr vt le|= V1. 
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【向 量 图 的 分 量 表示 〗 在 前 面 的 第 $ 1 中 把 图 形 的 性 
质 和 疼 形 直接 用 向 委 给 以 表示 ， 在 这 里 再 利用 向量 的 分 量 来 
表示 它们 ， 设 


4 =OA= (d, wu),b =0OB= (hbs) 时 ， 则 在 
如 图 20 的 AB 上 上， 按 m ;4 分割 AB 的 分 点 为 Pp (x,y ) 时 ， 


Ei 
利用 85 页 名 的 方法 ， 得 到 p =OP = Se 
a g eR » 
把 它 用 分 量 表 未 时 , 则 得 一 ( 艺 生 坏 到 乞 ， 和 


按 58 页 的 华 标 来 考虑 时 ， 也 可 以 得 到 同样 的 结果 。 
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图 22 过 两 点 A,B 的 直线 / 

过 点 A (ai ，w) 平行 于 也 = (1，b2) 的 直线 / 的 方程 
(图 21)， 象 189 页 (iD 那样 ， 可 写作 

P= +k ng 
因为 == a1， a2) ,太一 (xX ，y ), 所 以 把 1 用 向 量 的 分 县 
表示 时 ， 则 可 与 作 


全 21 过 A 肛 和 平行 关 万 的 真 线 
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x17) 一 (aly22) 十 ECDiybz)。 
即 x=at+k bi, y=azt+k b;. 
从 这 两 个 式 子 消去 E ， 则 直线 1 的 方程 为 





= 人 或 者 p04 一 级 (x 一 01)s 
在 这 里 ,因为 矿 = 《bi ，bs) 的 斜率 经 , 则 上 式 与 59 页 (iX )- 
由 坐标 所 得 到 的 过 点 A_ (ai ，as ) 斜率 为 ps/b, 的 直线 方程 的 结 


果 一 样 。 

其 次 ,通过 两 点 A (el ,ez ) ,8 ( ,02) 的 直线 /7 的 方程 ， 
只 须 把 上 面 情形 的 看 作 人 A 就 可 以 。 由 图 22， 按 92 页 的 想 
法 可 得 / 的 方程 为 =a 十 k (5” 一 a )。 

这 里 的 下 一 (x ，》) 太一 (qs aa),B = (bi, bz) 
所 以 直线 1 的 方程 的 分 量 表示 式 (x ，》) = (al ，az) 
十 大 (bi—al, b2—az2)。 

即 , x =atk (bi—a),yp =as+k (bs—as) 

从 这 两 个 式 子 消去 E ， 则 1 的 方程 如 下 。 

当 a 寺 思 时 ， 则 


-二 i b=as 
ay 或 者 y 一 aa 如 (x 一 0)， 


多 一 01 ,Ee 


当 a 一 所 时 ， 则 必 a 一 和 2 ， 所 以 x = 二 ql ， 它 也 与 56 页 方 
程 是 同样 的 。 








§ 3 向 量 的 内 积 


(1) 向 量 的 内 积 


〖 内 积 〗 到 现在 为 止 ， 还 没 提 及 向 量 本 身 的 大 小 及 向 
量 的 夹 角 等 问题 。 关 于 与 图 形 的 线段 长 度 以 及 夹 角 有 关 的 问 
题 ， 可 以 通过 向 量 内 积 给 出 ， 所 以 在 这 里 引入 内 积 的 问题 。 


现在 ， 在 平面 上 的 直线 / 
上 取 两 点 O ，E , -使 OE = 
为 单位 向 量 。 

向 量 a”, 矿 在 / 上 时 ， 如 
果 @ 与 2 方向 相同 ， 则 a 
二 |”| 忆 ,如 果 矿 与 5 方向 相反 ， 
则 下 = 一 | 信人。 




















图 24 内 积 2.8= 上 1 


其 次 ， 考 虑 平面 上 向 量 沿 垂直 方向 的 分 解 。 

对 于 向 量 z， 作 与 a 同方 向 的 单位 向 量 e 和 与 它 捷 直方 
向 的 单位 向 量 矿 。 在 这 里 ， 设 向 量 矿 按 乙 ， 太 分解 为 
下 一 各 "十 bs 广 。 这 时 ， 所 谓 a 与 5 的 内 积 是 | 他 | 乘 以 
太 在 2 上 的 分 量 bp, ， 写 作 # 了。 即 B= | 人 |bi。 


例如 在 图 24 中 ， 


| 他 | =7, 人 =32 +4 所 以 a .B=7X3=21。 
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E+E) 图 28 2-(kB) 
C 一 下 (ap) 
〖 内 积 的 性 质 〗 上 述 的 内 积 具有 什么 性 质 ? 因 为 
二 ||2, 所 以 a 与 它 自身 的 内 积 a 3 二 |a ||a |=|a 忆 从而， 
如 果 Z 寺 本 ， 则 2 .人 > 0 ， 如 果 a = 二 可 ， 则 2 .== 0。 

其 次 证 明 玉 .政信 . 人 。 

在 图 26 中 , 因为 不 . 太一 | 天 12 ,下 .全 = | 术 |a ,由 图 可 知 
AAKONAB HO 所 以 OA : OK 二 OB :OH ， 从 而 由 /， 
Ia :a=|F|:6b 得 |@|b = [Bla .= .a 

这 个 关系 对 人 A OB 是 钝 角 的 情形 也 是 成 立 的 。 

再 证 明了 + (B+c) =a :P+ta .ec。 

设 芒 ,5 按 e”， 了 的 分 解 式 为 二 be +bs 了 ,5 二 ci2” 
+cz 玉 ， 因 为 +O= (全 + 加 大) + (ce +cesT) 
二 (和 +ci) 全 + (bs 十 cz) 玉 , 而 +c 在 e 上 的 分 量 为 
hi 十 c1， 因 为 

pe (B +e ) = | 全 (Au 十 cl) 一 [loi+ [aler, 
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P+ = b+ |ale, Wa ， (B+e') 
= .P+a ce, 

最 后 证 明太 (kB) 一 人 人 Dy, 

这 时 , 设 D =bie 二 bs 了 ,因为 kD =k bre +k bs 广 ， 


而 k 矿 在 e 上 的 分 量 为 k 如。 从 
a kb) = olk b=k lalbh, k (a :Bb) 
=k Clalb) =k [a lb 
从 而 , (kD) =k (a, Db) 
把 上 面 已 知 的 结果 归纳 如 下 : 
=|a 上 车 寺 0 则 a .4 > 0。 荐 4 =0, 则 ?二 0。 
太太 = 做 .下 (交换 律 ) 
人 +c) 一 你 .B+ . (分 配 律 ) 
a (KP) 一 和 (Pp) 
已 给 ， 太 ,如果 2 村 全, 坟 志 可 时 ， 从 图 26 可知 
= |a 4b 。 在 这 里 , 如 果 信 与 下 垂直 ,因为 =0, Wa .b= 0 
反之 ， 如 果 a” 二 0, 则 ||b 一 0, 当 歼 二 可 则 6 ==0， 
当天 二 可 时 则 4 = 0 ， 因 此 了， 垂直。 
即 ， 不 为 0 的 # ，B 垂 首 的 条 件 是 a”. B= 0。 






(2) ”向 量 的 内 积 在 图 形 上 的 表现 
以 原点 D 为 圆心 ，r 为 半径 的 圆 c ， 由 图 29 可 表示 为 
1z1=+ 。 因 为 |PP=r?, 所 以 可 以 写作 PP. 记 =r?, 把 它 用 








分 量 写 出 来 就 是 x? 十 y* 二 7?。 








男 29 四 c: 仿 |=r 图 30 者 c: | 方 -了 =m 用 31 切线 4: 台 :( 户 一 
2)=0 


同 理 ， 以 点 A (a ，a2) 为 圆心 ，” 为 半径 的 圆 c 由 图 
30 可 表示 为 太一 克 =r 或 (7 -8) . (Pp-4)=r:。 
把 它 用 分 量 可 表示 为 (x 一 a ) ?+ (y 一 b ) =r 

其 次 ,考虑 以 原点 为 圆心 ,半径 为 r 的 c 贺 上 点 A (x， 
1) 的 切线 1 。 由 图 31 可 知 AP 二 OP 一 OA 一 矿 - 个 ， 而 且 
内 为 O 尽 垂直 于 AP ， 所 以 # .+ (P -9 ) ='0 ， 这 就 是 切 
线 / 的 方程， 或 者 直接 地 写作 

pe ‘PP-a- :=0, pe :7=7 aaa.p= | 

象 上 面 那 样 ， 利 用 向 量 可 以 表示 图 形 以 及 研究 图 形 的 性 
质 。 而 且 ， 向 量 可 用 一 个 文字 来 表示 有 向 线段 ， 位 置 向 量 与 
”空间 的 点 相对 应 ， 内 积 表示 垂直 问题 比较 方便 等 等 ， 总 之 用 


向 量 有 很 多 方便 之 处 。 





第 V 章 图 形 的 生成 


图 形 的 各 作法 ， 从 幼年 

时 期 以 及 小 学 时 期 就 开始 学 

习 ， 例 如 作 粘土 手工 、 植 物 | @ @ 

楷 手 工 、 捐 纸 、 押 七巧板 、 A [) 
作 积 林 、 芭 影 等 等 都 是 与 图 | ”> < 
形 有 关 而 令 人 怀念 和 制作 的 | 

喜悦 ， 至 今 还 留 有 深刻 的 印 
象 。 这 些 操作 ,有 时 是 游戏 、 。 图 ! 并 t 巧 板 图 2 内 

有 时 是 对 图 形 的 学 习 ， 也 有 时 是 为 了 作出 美丽 模型 以 及 有 时 
是 在 美术 或 技术 设计 中 来 进行 的 。 在 这 里 也 考虑 图 形 的 各 种 
作法 。 








8$1 由 运动 所 产生 的 图 形 


(1) 移动 
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不 改变 图 形 的 形状 和 大 小 ， 只 改变 其 位 置 的 变 位 叫 作 移 
动 。 所 谓 移动 ， 例 如 ， 就 是 把 图 形 前 成 纸 片 或 七 巧 板 上 的 图 
形 ， 把 它们 变动 位 置 而 形成 的 。 在 平面 上 图 形 的 移动 有 下 面 
三 种 。 

将 图 形 沿 某 方向 按 规定 的 距离 滑动 …… 平 行 移动 。 

将 图 形 以 某 一 点 为 中 心 ， 按 规定 的 角度 旋转 …… 旋 转移 





动 。 
将 图 形 以 某 直 线 为 轴 釉 转 …… 对 称 移动 。 
四 平行 移动 回旋 转移 动 回 对 称 移动 
SS 分 
or 
bp， Ty A 
图 3 图 形 的 移动 





在 前 页 图 1 的 七 巧 板 的 并 合 中 ， 我 们 知道 使 一 种 形变 为 
另 一 种 形 ， 它 也 是 把 七 巧 板 适当 滑动 或 旋转 而 达到 变形 的 目 
的 。 如 图 2 中 剪纸 的 飞机 的 形状 ， 也 是 关于 中 央 的 折 痕 对 称 
地 折 芍 起 来 的 ， 对 于 图 3 也 是 一 样 。 

上 面 已 经 述 叙 了 平面 上 三 种 图 形 的 和 移动。 那么， 在 立 
体 的 ) 空间 中 图 形 的 移动 都 有 哪些 情形 ? 可 用 在 平面 上 的 上 
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述 移动 相 类 似 的 想法 来 考虑 下 列 移动 。 


| oman A 2 {9 的 |， 
a 对 日 人 (S) 
@ 巾 运动 ZZ | 人 


图 4 运动 所 生成 的 图 形 


总 之 ， 在 空间 的 移动 中 也 有 ， 平 行 移动 、 旋 转移 动 、 对 
称 移动 。 但 是 对 称 移动 在 平面 上 是 关于 直线 的 轴 对 称 移动 ， 
在 空间 有 如 人 们 在 镜面 上 看 到 自己 的 象 那样 的 关于 平面 的 面 
”对 称 移动 。 








(2) ”由 运动 所 产生 的 图 形 

在 上 面 所 说 的 移动 也 是 ,图 形 F 在 某 种 移动 下 移 到 F' 时 ， 
则 可 以 认为 是 图 形 F 作出 新 图 形 F' 。 

在 这 里 ， 把 移动 连续 的 进行 这 一 事实 叫做 运动 。 使 某 图 
形 运动 时 ,这 个 图 形 运动 的 迹 也 可 以 认为 它 产生 了 新 的 图 形 。 
例如 ， 在 图 4 中 作为 点 运动 后 的 迹 ,生成 线段 : 曲线 、 
圆 等 由 线 构成 的 图 形 。 在 @ 中 ， 由 线 线段 或 曲线 运动 后 
的 迹 形成 平行 四 边 形 的 区 域 . 圆 柱 面 , 圆 锥 面 . 环 面 等 图 形 s@ 











中 的 面 〈 平 面 或 曲面 的 局 部 ) 运动 后 的 迹 生成 (包括 内 部 ) 
长 方 体 ， 圆 柱 体 ， 圆 锥 体 这 样 的 立体 :那个 图 形 是 以 什么 方 
式 的 运动 而 产生 的 ， 请 再 仔细 参看 图 4 。 

当然 正如 作为 点 运动 后 的 迹 生 成 直线 ， 直 线 运动 后 的 迹 
生成 平面 ， 平 面 运动 后 的 迹 生 成 (立体 的 空间， 这样 作为 运 
动 后 的 迹 所 生成 的 图 形 也 可 以 无 限 延展 。 

从 上 面 的 事实 可 知 ， 一 般 地 点 运动 生成 线 ， 线 运动 生成 
面 ， 面 的 运动 生成 立体 的 空间。 一 般 地 某 图 形 运 动 后 的 
迹 所 生成 的 图 形 扩展 成 为 比 原 图 形 更 广阔 〈 维 数 增高 ) 的 图 
形 。 
上 面 的 图 形 的 移动 以 及 运动 ， 除 前 面 提 到 的 以 外 ， 对 空 
间 和 图 形 性 质 的 研究 ， 对 图 形 的 证 明 以 及 面积 、 体 积 的 计算 
等 等 ， 它 是 起 着 种 种 重要 作用 的 方法 。 还 应 当 注 意 到 直线 与 
平面 、 平 面 与 空间 图 之 癌 的 相似 之 点 ， 这 对 于 构造 新 图 形 
发 现 新 图 形 也 是 有 用 的 。 


$2 作为 点 的 轨迹 的 图 形 


在 前 面 $ 1 中 ,图 形 运动 后 的 迹 所 生成 的 图 形 中 , 一般 地 
由 于 点 运动 生成 线 ， 即 形成 由 线 构成 的 图 形 。 在 这 节 中 ， 要 
叙述 点 在 满足 某 条 件 下 运动 的 迹 所 构成 的 图 形 以 几 个 作为 点 
的 轨迹 的 图 形 为 典型 ， 给 以 论述 。 
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(1) 轨迹 

〖 电 车 的 问题 ] 新 干线 的 
电车 ， 如 图 5 向 右 行驶 ， 我 
们 乘 这 个 电车 即 或 睡 党 了 也 
是 向 右 方 行驶 。 

但 是 ， 这 个 电车 不 论 用 
什么 速度 出 发 行驶 ， 所 谓 电 
车 的 运行 方向 是 向 相反 的 方向 一 一 在 图 上 是 向 左 一 一 到 原来 
的 位 置 。 这 样 说 是 很 惊奇 吧 ! 真有 这 样 的 事实 吗 ? 

将 圆 在 一 直线 上 不 滑动 地 向 某 方向 滚动 时 ， 看 这 个 圆 上 
的 点 P 向 什么 地 方 运动 。 如 图 6 使 圆 c 在 直线 ! 上 向 右 方 滚 
动 ， 圆 c 上 点 P 象 图 中 红色 曲线 那样 运动 。 这 个 曲线 叫做 摆 





A 


图 5 电车 向 右 行驶 时 























图 6 摆 线 图 7 车 轮 图 8 摆 线 和 高 摆 线 


接 前 面 提出 的 电车 的 问题 。 车 轮 与 铁轨 象 图 7 那样 相 切 
于 P 。 为 使 车 轮 不 脱轨 ， 因 此 内 侧 稍 大 ， 考 虑 这 部 分 上 的 点 
Q，@ 象 图 8 那样 与 P 点 的 摆 〈 粗 红线 ) 非常 相似 ， 只 是 在 
接近 铁轨 处 呈 卵 形 曲线 〈 细 红线 )。 象 过 @ 的 这 样 曲 线 叫 离 摆 
线 。 因 此 ，Q 在 临近 铁轨 处 是 从 后 方 ( 这 时 是 左 方 ) 返 回来 。 
从 而 说 当 电车 向 右 行驶 时 ， 有 从 左 方 返回 的 地 方 是 可 以 理解 
的 吧 ! 

〖 轨迹 〗 由 图 8 中 车 轮 的 滚动 ， 车 轮 中 心 到 铁轨 的 
距离 是 一 定 的 车轮 半 径 长 度 r ), 所 以 它 在 与 1 平行 的 直线 
a 上 运动 。 

这 个 车 轮 的 中 心 D 象 运动 后 的 迹 那样 ， 某 个 点 满足 某 条 
件 时 ， 作 为 运动 后 的 迹 所 生成 的 图 形 叫 作 满足 此 条 件 的 点 的 
轨迹 。 因 此 ， 一 般 地 ， 所 谓 图 形 F 是 满足 某 条 件 A 的 点 的 轨 
迹 时 ， 必 满足 下 列 两 个 条 件 

(CI) ”满足 条 件 A 的 任意 点 必 在 图 形 F 上 ， 

(CI 图形 F 上 任意 点 必 满 足 条 件 A。 

这 个 事实 说 明 , 作 为 轨迹 的 图 形 F ,一 个 不 剩 地 包含 满足 
条 件 A 的 点 ， 而 且 不 包含 任何 一 个 不 满 条 件 A 的 点 。 

把 上 面 所 考虑 过 作为 轨迹 F 的 平面 、 直 线 以 及 图 形 都 可 
以 看 作 是 点 的 集合 ， 把 所 说 的 条 件 A 看 作 是 对 平面 a 上 点 P 
附加 的 条 件 A = 二 c( P) ， 则 轨迹 F 也 可 以 看 作 是 : 

F={P |c(P),P €a} 
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(2) ， 作为 点 的 轨迹 的 直线 和 圆 
满足 某 茶 件 的 点 的 轨迹 的 图 形 中 ,对 最 基本 的 加 以 研究 。 














站 1 的 十 离 为 4 的 ”上 把 迄 接 与 1 上 点 的 线段 按 ;与 4， 人 4 等 中 元 的 “] 
点 的 轨 这 阅 ，m 分 基 的 分 点 的 证 连 如 的 轨 述 
Ne 
| i 
7 四 7 
中 与 O 坟 ，0 8 守旧 离 ;与 0 等 好 离 的 点 4 2Z4PB8=a 的 点 
的 点 的 轨迹 的 轨 连 的 轨 进 
ln p 
hy hn 
y 
用 9 基本 轨迹 


〖 基本 轨迹 〗 ”作为 点 的 轨迹 成 为 直线 、 圆 以 及 圆 弧 的 
几 个 基本 情形 可 列举 出 如 下 : 

站 ”与 定 直线 | 具有 一 定 距离 4 的 点 P 的 轨迹 ， 是 与 1 
平行 的 直线 p (图 9D) 。 

@ ”把 连接 定点 O 与 定 直 线 1 上 点 的 线段 按 m: 4 分 割 
的 分 点 P 的 轨迹 是 与 1 平行 的 直线 P (图 9 @) 。 

加 与 二 定 A,B 有 等 距离 的 点 P 的 轨迹 是 线段 AB 的 垂 
直 平 分 线 p (图 9 G@) 。 

二 与 定 角 AOB 的 一 边 O A ，OB 等 距离 的 点 P 的 轨 
迹 为 ZA OB 的 第 平分 线 了 (图 9@) 。 

@ 与 定点 0 的 距离 为 定量 r 的 点 P 的 轨迹 是 以 O 为 图 
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心 ， 以 7 为 半径 的 圆 P (图 9@) 。 

@ 以 二 定点 A,B 为 端点 的 线段 AB 的 视角 的 大 小 为 定 
角 (a) 的 点 P 的 轨迹 ， 是 以 A, B 为 两 端的 圆 弧 (图 9@)。 

〖 应 用 轨迹 的 例子 〗 ”满足 某 条 件 而 运动 的 点 的 轨迹 ， 
对 图 形 的 证 明 以 及 作 图 是 有 用 的 ， 又 对 作 美 丽 的 图 形 以 及 建 
筑 物 的 设计 等 实际 工作 中 也 常 遇 到 它 。 

现在 有 一 个 中 学 生 在 旅行 中 走 一 条 笔直 的 小 路 时 ， 因 为 


B 










PC ‘ 
图 11 二 4 P 5 为 最 大 








图 10 带 照 象 机 旅行 的 少年 图 12 LARB=LAR'B<LAQB 
在 横 的 方向 有 美丽 的 建筑 物 ， 少 年 想 给 这 个 建筑 物 照 象 。 他 
想 在 小 路 上 使 被 照 象 的 建筑 物 正面 幅度 最 宽 。 那 么 在 道路 上 
那个 位 置 拍照 最 好 呢 ? 
如 图 11 那 样 ， 设 小 路 为 / ， 少 年 的 位 置 为 P， 建 筑 物 底 
面 的 两 角 为 A,B 时 ， 和 ZAP B 最 大 就 可 以 。 
因为 A ，B 是 固定 的 ， AP B 是 有 一 定 大 小 的 a， 使 
和 AP B =a 的 点 P ,由 前 页 @ 知 , 它 是 在 以 A ，B 为 端点 的 
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圆 弧 上 。 因 此 ， 这 样 圆 弧 中 ， 圆 弧 与 ! 相 切 的 位 置 为 Q 〈 通 
过 A ,B 的 圆 弧 与 ! 切 于 Q ,另外 还 有 一 个 ) 时 ， 则 在 这 个 点 
Q@Q 的 位 置 拍照 最 好 。 

因为 ， 象 图 12 那 样 ， 考 虑 与 ! 相交 于 两 点 R ，R' 的 圆 弧 
时 ,Q 是 这 个 圆 弧 内 侧 的 点 ,所 以 <ARB = 人 AR'B< 人 AQB。 


(3) ”作为 点 的 轨迹 的 曲线 

在 102 页 中 ， 已 经 知道 电车 轮 上 点 的 轨迹 是 摆 线 。 在 这 
里 ， 介 绍 一 些 作为 点 的 轨迹 的 曲线 。 

〖 抛物 线 〗 在 函数 的 图 象 那里 ， 已 经 学 过 由 y 二 x?， 
或 y = 二 一 2x 表示 的 曲线 是 抛物 线 。 这 个 术语 是 ， 倾 斜 抛射 
一 个 物体 时 ， 该 物体 运行 所 通过 的 曲线 叫 抛物 线 。 

只 用 圆规 和 直 尺 画 不 出 正 
确 的 抛物 线 ， 在 这 里 给 出 一 个 


画 法 。 和 ~ 

如 图 14， 用 与 直角 三 角 尺 Ge 
ABC 的 边 AB 等 长 的 绳 ， 把 
这 条 强 的 一 端 固定 在 点 A ， 另 
一 端 固 定 在 点 F 。 于 是 ， 将 铅 ”四 13 东 的 连 。 图 14 扫 物 钱 
笔尖 拉 紧 绳 是 靠 住 尺 边 AB ， 这 时 将 尺 边 BC 沿 定 直线 & 滑 
动 时 ， 则 此 铅笔 尖 所 描 出 的 曲线 就 是 抛物 线 。 

从 这 个 事实 可 以 看 出 ,如 果 在 这 条 曲线 上 任 取 一 点 P 时 ， 
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则 PF =P B ， 所 以 抛物 线 是 与 定点 F 和 定 直线 g 的 距离 相 
等 的 点 的 轨迹 。 


〖 椭圆 〗 椭圆 和 双 曲 线 也 是 用 直 尺 和 国 规 不 能 正确 画 











图 15 椭圆 图 16 等 轴 双 曲线 图 17 双 曲 线 图 18 钻 笔 类 端 
的 双 曲 线 


出 的 曲线 。 

椭圆 的 一 个 画 法 ， 如 图 15 那 样 ， 确 定 两 点 A ，B ， 用 比 
AB 长 的 线 强 ， 把 强 两 端 分 别 固定 在 A 和 B 上 。 然 后 ， 用 铅 
笔尖 拉 紧 线 强 运动 时 ， 它 所 描 出 的 曲线 叫 作 椭圆 。 

对 于 这 个 曲线 上 的 任意 点 P， 因 为 常 有 AP 十 P B 三 定 
量 〈 绳 长 ) ,所 以 可 知 椭圆 是 一 动 点 到 二 定点 距离 的 和 是 定量 
的 点 的 轨迹 。 


〖 双 曲 线 〗 在 函数 中 ,已 经 学 过 ”一 并 的 图 象 象 (图 16) 
那样 的 就 是 等 轴 ) 双 曲 线 。 


下 面 就 是 双 曲线 的 一 种 画 法 。 
如 图 17， 确 定 两 点 A ，B , 设 有 一 个 象 直 尺 那 样 薄 尺 ,以 
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此 尺 上 的 一 点 A 为 中 心 旋 转 。 把 强 的 一 端 固定 在 一 定点 〈B )， 
用 铅笔 类 拉 紧 线 绳 且 靠 薄板 边 运 动 ， 铅 笔尖 描 出 的 曲线 就 是 
双 曲 线 的 一 支 。 另 一 支 也 可 以 同样 地 画 出 。 

从 上 面 的 画 法 可 知 如 果 在 这 条 曲线 上 取 任 意 一 点 P 时， 
因为 常 有 P A 一 AB 二 常量 ,所 以 双 曲 线 是 一 动 点 到 两 定点 距 


离 之 差 是 常量 的 点 的 轨迹 。 前 面 提 到 的 »= 直 图 象 《 图 16) 


是 把 现在 画 出 的 双 曲 线 放 在 稍 倾斜 位 置 的 图 形 。 在 10 页 中 ， 
已 经 把 双 曲 线 表示 为 它 是 直 圆锥 被 倾斜 平面 相 截 的 截 口 ， 所 
以 用 铅笔 削 子 前 过 的 铅笔 尖 部 分 (图 18， 也 可 以 看 作 是 双 曲 
线 的 一 部 分 。 

上 面 论述 了 作为 点 的 轨迹 的 图 形 一 抛物线 ， 椭 加 、 双 
曲线 等 等 ， 作 为 点 的 轨迹 的 曲线 ， 此 外 还 有 各 种 很 有 趣 的 曲 
线 。 


§ 3 函数 的 象 的 图 形 


(1) 关于 图 形 的 函数 关系 
〖 函数 〗 如果 三 角形 确定 ， 则 它 的 面积 也 就 随 之 而 确 
定 ， 如 果 球 确定 ， 则 它 的 体积 也 就 随 之 确定 。 如 果 多 边 形 边 
数 确定 ， 则 这 个 多 边 形 的 对 角 线 的 条 数 也 就 随 之 确定 。 一 个 
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圆 的 圆心 角 确 定 ， 则 它 所 对 的 弧 的 长 度 也 随 之 确定 ， 

a 这 样 ， 在 图 形 中 车 有 一 方 
确定 时 ， 和 它 对 应 的 另 一 方 也 
随 之 确定 的 关系 是 很 多 的 。 

如 上 面 说 过 的 “如 果 三 角 
醒 志 /要 吕 及 着 页 十， 天 全 形 确定 时 ， 则 这 个 三 角形 的 面 
面积 也 随 之 确定 积 也 随 之 确定 ”这 种 情况 ， 
因为 在 平面 上 有 数 不 尽 的 三 角形 ， 即 三 角形 的 集合 X， 如 果 
确定 X 的 任意 一 个 元 素 三 角形 x， 则 必 有 表示 x 的 面积 的 数 
的 集合 Y 的 元 素 y， 而 且 只 有 一 个 。 

一 般 地 有 两 个 集合 X,Y ,对 于 X 的 任意 元 素 x， 有 Y 的 
唯一 的 一 个 元 素 》 与 它 对 应 ， 这 个 对 应 / (或 叫 对 应 规则 
叫 作 从 XX 到 Y 的 函数 ， 写作/ : X 一 Y。 又 叫 作 y》 是 x 在 / 
下 的 象 ， 记 作 y=f (x)， 
ee | 【〖 图 形 中 的 函数 关系 】 


wa | 在 图 形 中 ， 具 有 函数 关系 的 








加 扩大 2 信 信 册 者 谋 下 区 各 人 
2 AAA 中 直角 三 角形 的 一 个 
加 用 过 球 心 的 平面 锐角 的 大 小 (x ) 与 另 一 个 
/ 锐角 的 大 小 (y ) ， 





图 20 黑色 图 形 与 红色 图 形 之 问 加 ” 痿 形 的 一 边 长 度 
有 函数 关系 (x ) 与 它 的 面积 (》)， 
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和 矩形 的 对 角 线 长 度 (x ) 与 它 的 面积 (了 )， 
三 角形 的 周 长 ‘x ) 和 它 的 面积 (y)， 
圆 的 周 长 和 它 的 面积 (yy )， 
球 的 半径 长 度 和 它 的 体积 (y )。 

这 些 例 子 中 四 ， 回 ，@@ 的 x 与 y》 有 函数 关系 。 

又 ， 如 图 20 所 表示 的 下 列 的 例子 如 何 ? 

@ 三 角形 和 把 它 向 右 方 平移 15 cm 的 三 角形 。 

图 三 角形 和 把 它 扩 大 2 倍 的 三 角形 ， 

@@ ” 球 和 通过 它 的 球 心 的 平面 的 截 口 圆 。 

这 里 @,@, 9 都 是 图 形 与 图 形 的 对 应 ,都 有 函数 关系 * 红 
色 图 形 看 作 是 黑色 图 形 的 函数 “@ 是 平行 移动 15 cm， 图 是 
扩大 2 倍 ，@ 是 过 球 心 的 平面 的 截 口 ) 的 象 。 


@AOO 


(2) 由 变换 所 作成 的 图 形 

【变换 〗 在 § 1 以 及 前 面 (1) 中 ,已 经 说 过 ,作为 一 
个 图 形 在 某 移动 或 运动 后 的 迹 ， 或 者 是 一 个 图 形 在 某 函 数 下 
的 象 ， 都 已 经 考虑 过 和 它 对 应 的 另 一 个 图 形 。 因 此 举 出 了 它 
们 是 从 一 个 图 形 ， 或 者 作为 图 形 集合 的 元 素 的 各 个 图 形 而 作 
出 的 另 一 图 形 的 例证 。 

在 这 里 ， 把 平面 以 及 图 形 看 作 点 的 集合 ， 即 点 集 ， 则 可 
考虑 作为 从 平面 到 平面 ， 又 从 图 形 到 图 形 的 函数 是 平面 上 的 
变换 。 
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A rhea @ 三 : 把 平面 上 的 各 点 绕 o 点 


方向 洽 动 20tm 邮 时 针 旋转 60; 
20 + S 
2 eo A 
R60 .= 
ee 


oO: 





图 21 平面 上 的 变换 

例如 ， 象 图 21 那 样 ， 考 虑 从 平面 X 到 X 的 函数 /时 ,，X 
上 的 所 有 点 都 被 移动 ,X 土 不 同 二 点 也 被 移 至 不 同 的 二 点 (7 
是 一 一 对 应 )。 

一 般 地 ， 从 平面 XX 到 X 全体 的 函数 : ,X 一 X 是 一 一 对 
应 时 ， 则 了 叫 作 X 上 的 变换 〈 在 变换 下 不 变 的 点 叫 不 动 点 )。 
因为 变换 是 点 与 点 间 的 一 一 对 应 ,所 以 须 注意 当 运用 变换 时 ， 
必须 把 平面 以 及 图 形 看 作 是 点 集 。 

〖 合同 变换 〗 在 前 面 § 1 (1) 的 三 种 图 形 的 移动 ， 
都 是 使 图 形 的 形状 和 大 小 不 变 的 操作 ， 即 把 图 形 移动 到 与 它 
合同 的 图 形 的 操作 。 在 这 里 ， 把 这 三 种 移动 作为 合同 变换 再 
重新 作 总 括 的 研究 。 

今后 在 使 用 平行 移动 ,旋转 移动 、 对 称 移动 这 个 术语 时 ， 
都 是 作为 变换 的 意义 来 使 用 的 。 

平面 上 的 合同 变换 有 以 下 三 种 : 
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( i ) ， 平行 移动 ， 象 图 22 那 样 ， 把 平面 上 各 点 没有 向 
线段 AB 的 方向 ， 以 A B 为 距离 的 平行 移动 下 ， 把 图 行 移 
至 图 形 F' ,把 F 上 的 任意 点 P 移 至 F' 上 的 点 P' 。 这 时 ， 这 个 
平行 移动 的 对 应 规则 是 一 

PP' IIAB，PP' | pS ete 
A A | 2 
又 对 点 Q@，Q@ 也 是 QQ // | 
AB, QQ =AB, 

所 以 四 边 形 P P'QQ 总 是 平 
行 四 边 形 。 把 上 面 的 对 应 规则 用 坐标 表示 时 ， 则 得 

x' 一 x +a, y'=y +b 
在 图 22 中 ,因为 a = 3,b =1 ,所 以 x'=x 十 3,y'==y 十 1 
〈 将 上 式 与 第 W 章 $ 2( 2) 的 向 量 和 的 分 量 表示 相 比 较 )。 在 
平行 移动 下 ， 平 面 上 所 有 的 点 都 被 移动 ， 所 以 无 不 动 点 。 

(ii ) ”旋转 移动 。 如 图 32， 把 平面 上 的 各 点 ， 以 定点 
QO 〈 在 图 中 已 取 坐 标 原点 ) 为 中 心 ， 绕 O 旋转 定 角 (8 ) ， 
由 这 样 点 的 移动 的 旋转 移动 ， | 
使 图 形 F 移 至 图 形 F' ，F 上 的 
任意 点 P (x，y ) 移 至 F' 上 
的 点 P' (x',，y')。 

这 时 ， 这 个 旋转 移动 的 对 
应 规则 为 
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图 22 平行 移动 














OP=OP'， LPOP'=b (4 : 一 定 ) 。 
这 时 ， 定 点 口 叫 作 旋 转 中 心 。 

象 上 面 的 情形 , 对 点 Q ,Q' 来 说 ,因为 DQ@=0Q' ,<Qoa 
二 9 ， 结 果 AP OQ = 人 P'OQ', 可 以 说 P Q =P'Q'。 

特别 是 当 2 二 180” 的 情形 ， 如 图 23 的 F 与 F" 那样 ， 两 
个 图 形 关于 点 是 中 心 对 称 的 ， 线 段 PP" 被 QO 平分， 这 时 OO 
是 中 心 对 称 的 中 心 。 

在 这 里 提出 中 心 对 称 这 个 术语 ， 作 为 变换 来 考虑 时 ， 中 
心 对 称 可 以 看 作 包括 在 旋转 移动 之 内 ,所 谓 对 称 移动 (在 平面 
上 ) 可 在 下 面 的 轴 对 称 的 意义 下 使 用 。 

现在 ， 把 旋转 移动 的 对 应 规则 (以 0 为 坐标 原点 时 ) 用 
坐标 表示 时 ， 可 知 它 是 

x“' 一 xcosb 一 Sing ， 几 一 xsing 十 ycosO 

例如 ，9 王 180”， 对 于 原点 O 的 中 心 对 称 的 情形 ， 则 
好 一 一 X， 儿 一 一 。 

在 旋转 移动 中 ， 仅 旋转 中 心口 是 不 动 点 。 

Ciii ) “对 称 移动 。 如 
图 24， 把 平面 上 各 点 移 至 关 
于 定 直线 / 的 对 称 点 的 对 称 
”移动 ,使 图 形 F 移 至 图 形 F'， 
使 图 形 上 任意 点 P (x ,y ) 
移 至 图 形 F' 上 的 任意 点 P' 
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图 24 对 称 移动 





(x'，y') 。 这 时 , 这 个 对 称 移动 的 对 应 规则 是 
PH 一 PH，PP' 1 (1: 定 直线 ) 。 
(但 是 ，H 是 PP' 与 1 的 交点 )。 这 时 ， 直 线 1 叫 作对 称 轴 。 
又 对 于 点 @ ，Q'， 因 为 QK =QK ， 且 QQ 上 1， 所 以 从 图 
24 中 的 矩形 WH K Q = 矩形 WH K Q', 得 MQ =MQ'， 
MP (=HP —HM) =M'Pp’ (=HP'—HM ,又 LP MQ 
二 LZP'MQ= ZR ， 所 以 从 APMQ = 和 AP'W'Q 得 到 
Pp Q=P'Q', 
1 在 下 述 的 情形 下 ， 其 对 应 规则 用 坐标 表示 ， 则 为 
1 是 x 轴 时 ， 则 ;@1 是 轴 时 ， 则 : @ 1 是 直线 








一 x 时 ， 

标本 xX'=—xX xX'=y 
Wp' Ss a (ER 
O 人 是 x 轴 时 全 1 是 》 轴 时 国 / 是 直线 x 一 ， 时 








图 25 对 称 移动 “ 
在 对 称 移动 中 ， 对 称 轴 上 的 点 都 是 不 动 点 。 
从 上 述 情形 可 知 ， 这 三 种 移动 都 是 使 PQ = P'Q 的 , 而 
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对 对 应 点 间 所 连接 线段 长 度 不 变 的 变换 〈 三 边 合 同 ) 则 可 导 
出 在 这 三 种 移动 下 ， 可 使 两 个 对 应 图 形 F 与 F' 合 同 。 因 此 ， 
在 开始 时 ， 说 把 这 三 种 移动 归纳 为 合同 变换 的 意义 是 可 以 理 
解 的 (实际 上 ， 在 适当 的 合同 变换 下 ， 由 移动 得 到 的 图 形 是 
合同 的 ) 。 

〖 相似 变换 〗 如 图 26， 把 平面 上 各 点 ， 从 定点 D (在 
图 中 取 为 坐标 原点 ) 使 距离 
的 比 按 一 定 比例 (上 ) 扩大 
(或 缩小 ) 的 相似 变换 下 ， 
把 图 形 F 移 至 图 形 F', 使 F 

图 26 相似 变换 上 任意 点 P (x 、y ) 移 至 
F' 上 的 点 P x’, y') : 这 时 ， 这 个 相似 变换 的 规则 是 : 

口 ，P ，P' 在 一 条 直线 上 , 而 月 OP'=k "OP (k: 
一 定 )。 这 时 k 叫 相似 比 。 

上 面 的 情形 ， 对 于 点 Q 和 G 也 是 O，Q，Q 在 同一 条 直 
线 上 ， 因 为 DQ =k .OQQ， 所 以 APOQmAP'OQ',。 从 
而 ，ZOPQ=-pP'Q， 可知 PQ 7VP'Q'， 又 ， 可 以 说 
P'Q=k .PQ, 

【 其它 变换 〗 除了 上 述 的 合同 变换 以 及 相似 变换 以 
外 ， 还 可 以 考虑 下 列 的 变换 。 

例如 ;如 图 27, 还 有 把 图 形 F 的 各 点 〈 象 太阳 光线 那样 ) 
沿 平行 方向 移 至 对 应 图 形 F 的 变换 。 在 图 27 四 中 ， 使 平行 四 
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图 28 卡 瓦 利 尔 原理 ”图 29 沿 从 -点 发 出 的 射 
线 的 变换 


边 形 的 各 点 在 底 边 B C 上 的 高 度 不 变 的 情形 下 ;其 各 点 到 B C 
的 距离 按 比例 地 沿 B C 向 右 平行 滑动 而 成 为 矩形 ABCD'。 
从 这 个 事实 可 知 上 图 的 平行 四 边 形 AB CD 与 窍 形 ABC D 
这 样 ， 这 种 变换 对 图 形 的 等 积 变形 比较 方便 。 

上 面 图 形 的 等 积 变形 ， 象 图 28 那样， 一 
形 F 与 F' 沿 某 方向 以 平行 直线 分 割 时 ， 如 果 图 形 F ,| 
得 线段 长 度 ， 不 论 在 那里 截 总 相等 时 ， 则 图 形 F 与 F' 的 面积 
有 相等 的 关系 〈 称 之 为 卡 瓦 利 尔 原理 )。 

m27 OE .LO er 全 人 作 和 
地 按 一 定 比例 缩小 成 F' ， 它 成 为 椭圆 。 

又 如 国 29，, 象 区 要 小 的 光秀 光 庆 。 抽 光 而 汐 友 全 
那样 ， 从 一 点 发 出 的 射线 使 图 形 F 的 各 点 与 图 形 F' 的 各 个 点 
对 应 。 图 29@ 表 示 圆 与 顶 圆 的 对 应 。 对 于 图 29@，@ 的 各 种 
情形 中 ， 如 果 对 应 图 形 平行 时 ， 则 这 些 图 形 是 相似 的 。 











| 


站 





此 外 ， 还 有 与 橡皮 膜 的 变 
形 相仿 地 拓扑 学 中 所 考虑 的 图 
形变 换 (图 30)。 
以 上 ， 以 一 些 平面 上 图 形 
Se -条 六 的 变换 为 主 进行 了 介绍 ， 把 图 
形 F 在 适当 地 变换 的 移动 下 ， 
图 30 攀 皮 膜 的 变形 作出 了 作为 F 的 象 的 新 图 形 F' 
图 形 的 变换 ， 除 上 面 已 经 说 过 了 的 以 外 ， 对 图 形 性 质 的 
研究 ， 利 用 它 作 图 形 的 证 明和 发 现 新 的 性 质 ， 以 及 轨迹 和 作 
图 等 方面 应 用 它 都 是 很 重要 的 
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〖 后 记 〗 ”这 本 书 ， 是 以 空间 是 什么 以 及 在 空间 中 存在 
些 什 么 ， 坐 标 是 什么 ， 对 它 应 当 怎 样 考虑 ， 怎 样 使 用 等 问题 
为 中 心 写 成 的 。 

并 且 不 仅 是 方才 说 过 的 问题 ， 对 数学 这 门 科学 ， 从 很 久 
以 前 ， 我 们 的 前 辈 是 怎样 创建 它 的 ， 怎 样 研究 它 的 ， 直 到 现 
在 它 的 现状 如 何 ? 也 都 想 尽 量 写 的 通俗 些 。 

在 这 本 书 中 ， 阐 述 了 当 遇 到 困难 问题 时 ， 前 辈 们 是 怎样 
想 出 巧妙 的 方法 ， 用 什么 办 法 来 解决 这 个 问题 的 一 些 情况 。 

有 的 人 着 眼 于 那些 应 用 问题 ， 对 容易 问题 加 以 整理 ， 注 
意 类 似 的 问题 ， 对 零散 的 问题 加 以 归纳 ， 对 某 一 个 问题 加 以 
推广 等 等 ， 有 各 种 的 作法 。 这 些 方法 大 家 在 学 习 数学 的 时 候 
也 都 适用 。 希 望 大 家 很 快 地 掌握 学 习 方 法 ， 爱 好 数学 ， 愈 快 
的 学 习 数学 。 

在 写 这 本 书 时 参考 了 很 多 参考 书 ， 在 这 里 不 一 一 列举 
对 他 们 表示 谢意 。 
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